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EXERCICES D’ANALYSE 

ET Dt • • 

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 


MÉMOIRE 


(r 

V ' 


Ré$ultantes </ue l'oÊt peut Jormer, suit avec les cosinus des angles 
cumpris entre deujc systèmes d'axes, .soit avec les coordonnées de 
deux ou trois points. 


Les résultantes dont il s'agit sc présentent d'eUes-niémcs , c-ounu; on ha<t , 
dans la solution d'un graud nombre de problèmes. D'ailleurs, celles qui sont 
formées avee les coordonnées de deux ou trois points peuvent être immé- 
diatement déduites de celles qui renieriueut les cosinus des angles -compris 
entre deux systèmes d'axes. Ajoutons que l'on fiacilite la détermination de 
ces deux especes de résultantes, eu introduisant dans le caictil des (juantités 
propres à indiquer le sens de certains monvemeuts de rotation , ainsi je 
l'expliquerai tout à l'heure. 

^ 1*^. — Dcf mnuvemrnts rf-r rotation threets rt rrtrogratin. 

Considérons d'abord , dam un plan donné , diverses longueurs 
• ' r, s, t, 

dont chacune 'sera mesurée dans une certaine direction , à partir'd'unc cer- 
taine origine O, et supposons que cette origine soit la même pour toutes 
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res luiif’ueurs. Si un ruyoïi iiiubile, compté encore à partir du point (t . 
tourne autour de ce point dans le plan donné, il offrira ce que nous appelle- 
rons un mouvement de rotation de rcii s, ou un mouvement de rotation de s 

en r, sidon qu’il passera, en décrivant l’angle (r,i), de la direction r à la 
direction s, ou de la direction j à la direction r. Pour distinguer plus (aci- 
lement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements l'un de 

l’autre, nous tracerons, dans le plan de l'angle (r, .t), deux axes coor- 
donnés des X et J' qui passeront par l’origine O; et, eu nommant x, y 
deux longueurs mesurées a partir de cette origine sur les demi-axes des x 
et r positives, nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui 
s'enectiicra dans le même sens que le monvemeut de rotation de x en y, et 
mouvement rétrograde, celui qui s’effectuera en sens contraire. Déplus, nous 
repi-ésenierons, dans ce Mémoire, par la simple notation 

('•, 

une qiiautitc qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positivfvou 
uégativc, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou ré- 
trograde; en sorte qu’on aura, dans le premier cas. 


dans le second cas , 


Cela posé , les deux notations 


(r, •») = I. 

r, 4 = 7 '• 
(n<), , (jt, 


.'■x*. h , 


représenteront, dans nos forntnles, deux qttanlités affectées de signes con- 
traires , mais équivalentes, au signe près , à l'unité ; cm sorte qn on aura ' 


(0 


(f , r) = - (r, s). 


Ajoutons que , si l’on nomme 

/•', s', 

des longueurs mesurées à partir de l’origine O, dans des directions opposées 
^ celles des longueurs 

r, s, 

on aura évidemment 

(a) ■ (/•', s) = - (r, s), , ■ . ■ 
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( 7 ) 

et , par suite , 

(3) - (r, s) = — (r', jt) = (c', s') = — (/■, s‘). 

Si tes axes coordonnés sont rectangulaires, alors, les deux directions x,y 
étant perpendiculaires entre elles, une troisième direction r formera tou- 
jours, avec les deux premières, deux angles 

(/Tx), (ny), 

dont chacun offrira un cosinus égal, abstraction faite du signe, au sinus de 
l’autre; et, par suite, 

/\ /N 

eos(r, x), cos{r,y), 

auront pour valeurs numériques les quantités positives 

A A 

siii(r,y), sin{r, x). 

Daillenis, cos(/ , x) sera positif ou né^'atil, suivaul que 1 angle (/', x) sera aigu 
ou obtus. Or, daus le premier c,is, r et x étant situés d'un même célé par 
rapport à l’axe de j', le mouvement de rotation de r en y sera droit , romme 
le mouvement de rotation de x en y; et, par consr-quent, on aura 

i 

(oy)='- 

Dfitis le second c;is, an contraire , / et y étant situés de deux cotés opposes 
par rapport à l’axe des le moiiveniciit de rotation de r en y sera rétro- 
grade, puisqu'il. s’effecliicm en sens inverse du mouvement de x et y; on aura 
doue 

' /•, y) = - t . 

Uime, dans tous les cas, le signe de cos (r, ^ siua précisément le signe de 

(/■, y). !*u prouvera, de même, i'fdétefité dtt 'Sigue de cos (e, y) et du signe 
de (x, rl.'boitej^Hjr aboiiiM'des prüàBWkÉlàiix cosinus 

il suffiiii ïnuliij^ror 


I» niiNiiM'ij 


sio(r,y)j siu{/,x), 
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|)ar U’s fiu teiirs 


('■< y '. 


en sorte qu’on aura 

/s A 

fos(r.îi) = (/■, y)M!i(r,y), cos(r,y) = (x , r) sin (x, . 
Siippo.sniiü, iiiniiileuaiit , (|iie les loii(;Meurs 

/', i I ^ I . . , 


.1 


(oiijotirs mesurées à pnitirdu point C>, suieiit dirijjées d'une maniéré (piel- 
cotiqiie dans l’espace. IjC mouvement de rotation d’un rayon mobile qui , 

en décrivant l'angle (r, f), passera de r en s, pourra être de deux espèces 
différentes, nnn-seiilenient en lui-même, mais encore par rapport à la di- 
rection d’une longueur t mesurée à partir du point O en dehors du plan 
,r,s). En effet, ce mouvement pourra s’effectuer ou de gauche à dmite, ou 
de droite à gauche, par rapport à la direction l , c’est-à-dire par rapport 
à uii spectateur qui, ayant les pieds posés sur le plan (r, j), serait appnyc 
contre le demi-axe, sur lucpiel se mesure la longueur t. Mais il importe 
d'observer que si le rayon mobile parcourt l’une après l’autre les trois 
faces de l’angle solide qui a pour arêtes /■, jt et / , en tournant toujours dans 
le meme sens autour du point O, de manière, par exemple , à décrire suc- 
cessivement li*s trois angles plans (j,/), (',/j. les trois mouvements 
de rotation de /■ en s autour de t, de s en t autour de r, et de t eu r autour 
de s, seront tous les trois de même espèce, c’est-à-dire qn’ijs s’effectue 
Tout tous les trois de gauche à droite, ou lou.s les trois de droite à gauche 
autour des directious r, s, t. Afin de pouvoir reconuaitre plus aisénieiil 
dans le discours et dans le calcul, la nature des tnouvcimrots dont il s'agit 
nous tracerons dans I cspace trois axes coordonnés des r , qui passeront 
par l'origine O ; et en tiommant 

- K- y. * 


trois loiigueiiis mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes de.s j, 
^ et 3 positives, nous appellerons direct ou rt'tmgrade le mouvement de 
cotation de r en s autour de la direction t, suivant que ce mouvement sera 
ou ne sera pas de l'espèce des trois mouvements de rotation de x et y au- 
tour de Z , de y en z autour de x, et de z eu x autour de y. De plus, nous 
leprêseuterons, dans ce Mémoire, par la simple notation 

(r, s, t). 
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^nc quantUé qui,'. iiyant ponr valeur nyinértqut: l’uuité, s«ra positivé. au né* 
quêlc mouvement de roialion de r en J sera direct 011 rétro- 
Rcade; ert^orrbM'oi>aavn, dans le puniier cas, ' '•*' *. 

» - * S'’ ' ^ Z*. 


^ ■• rv * • » <iK . ■ ••. 


• V <v 1 . 


un u<Ssé , les sia nutetidtis . — .e 


^ . e'* • 

I ' . - .• V. 


reé^eif\{îi^t?f^our9|*dims.nof calculs, des qoantiloe éqoivalcntcs, im 

• _rÆLs\_' ' *i -a lu— I_ f !.. 


j miltdit et liées cnti'14 e^ps par la formule 


AjoulMirque, ef Vpn noaatue -.^ 

/■', s\ r,. . . 

.flA lonf;ueurs mesurées à partir de rori{;ineO, dans des direetious opposées 
à.cellcs des ion^eurs " : 

-•' , r, s, t . 

00 aura évidemnienr • ' • - .» > ..,1 ■ . • u J 

'' " {r',s,t)=z-{r‘s,t^, • • 


■\ 

i-î-v 


<- 




v> (• 

. 4 *“ 


Pt, pàr suite, • , 

*Ç). (r,^, 0» — (r'.i. r) = T. j', t) = — (>'. s', /') = etc. ’ 

. f ^ . 

" . > ♦ • . 

,, Nous arops^ dans ce qui précède , supposé que les divenes loujjueurs < 

r, J, t,. . . X, y. Z,. . . 

^sc qtesuraient tontes à partir d'une même origine. Pour plus de généralité, 
qout étcndrôiu l'usage des notations ci-dessus indiquées, au cas même dir les 
diverses lon|tieurs seraient comptées à partir d'origines diverses, et alors 




HORS attribueroBS aux notations 

/X 




-i: 




• / 
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Iiîs valeur» qu ellri nuraicnf, si les lon^'ueurs • 

t « * 

» - . r, s, t ' • • 

olaient ii'na8)>oi'iccs parallclement ii cllcs-mèmcs , de ninuii’i’o à offrir, pftiîr 
orij'iiir coratminc, un point unique. Enfin, lorsqu’cn .supposant les Ion-’’ 
jjiieurs r,s,t luesim'es à jwrtir d'origines diverses, nous iiientionnerojiK I» 

A ' •/ 

jdan de l’angle Tr, x), oii.hieu. encore l'angle solid» <-oastruit avec les aiète.s ' 
r, X, /, on devra loujonrs, pafees paroles, entendre, *lans le preniiur cas, 
le plan de raiigle eoiiipris entre deux longueurs mesurées à paitir rl'uue^ 
niôinc orifpne, dans des directions parallèles à celles de » et de x; ej , dans 
le secottil cas, l'angle .solide qui aurait pour arêtes trois Inugüetirs irtcsu-'' 
rées a partir il’uue uièiiie origine, dans des direcltons parallèles à celles de )•„ 

X et t . ' 

On peut, avec la plus grande facilité, dédinre des éqimïious (4), jointes 
nu (j' fllèoréme de la page 3i i dit 3* soluuie, les formules connues qui ser- 
vcul à déterminer le casiniis ou le sinus de la soniirc ou de la différence de 
deux arcs. En effet , soient .» ■ . ■ * 

r, X 

» / 

deux longueurs uiestirées dans un même plan, à partir d'une certaine oi'i- 
{■incO.et . ' 

a , V • ■ 

deux autres longueurs iiKWitnies, a jiartirdela mètue origine, ''sur deux axts 
des JT et y peepcndieulaires entre eux. Le 6' théorème de la pa|(e 3ii,ilu * 
3* volume donnara 


(<S) 004» (r.xj = eo.s'r. .x) cos(x, x) + eos'^r, y) cos^x,.y>- 

, Mais, eu égard à la seconde des formules (4) , on aura 

« 

A A ^ s / ■ ^ X 

ens(r, y)= (x,rtsin(e, x), cos(x, y) = (x,x! sin/x, x). 
Donc on tirera, de la formule ^8), 

(qi ■ eos'(;0)= coi iÇ\)co6 x7x)-t- (x,r)(x,iisin(rrx)siii<(t,x> 

< Concevons maintenant que Ion jiosc, pour abréger, 

. . ('rx)='*T (x?x)=A. 


• > 
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♦ ■ r 'f' 

■( 'I ; 


i.- 


‘4>i Ic'» lonmit'tii's r, s souf siinérs d'un même côté de l’axe des x /“on aura evi- ^ 

^ ^ • . ■ . ^ •; • 

!r,s)—±.{a — /j^, cot(r,sJ— cOb(u 


■ (leniment 

* ' 

t' ■ A. ri-/ , •». 


(x,'r>’(x.i)’= I? 


la fpnmde^ do^ii'^ra 




. etiV-' ' è^(<T— 7 /; J? cosrt Cüsft s 7 n« sin A 


* w 




Si^.au coiiiralïe, les«3feux luiigwÿt^sr, / «mt ÿuées efoVh%x tûtôs diffr- 

il'Hlli jè raxi'dej X , oi» anr» , -* * - . , , . 

- A =,paf-4(o -+- A;, eos(/^ = cosfn + A , • ! 

'' . ' -T - '. ' ■ ■ ‘ 

iuiljy RTf<ll“miiW'(j/ domi^’a*' ^ 

i . : : *■' ••■ 

^D'aijkuijMileCiformtlIes^ia), ^ Ainsi êtàblii^ ponr le cas uù cKnr'un des . ■ • 
_^Rle/ai, P e<t posLtit et inférieur à ■*, continueront évidetumcot de sub*Ut('f, _ 

lait croître. on déeruilrc cbar-uu de ce» angle» d'an multiple quift- 
• ^>|^^de7:. EJlo« »ul>sisicrunt donc pour des valenis fjudlcon^u’es. posiüré» r. 

de a et de A. Ajoutons qne, -slj dans Jjis tgrmules (lô^.'S 1 ^ 1 ), 

1 4 ^ reoijtUcc rï par a, on en tirera immédiatement - »**-“ • . *• “• 

^ 't - • 

(ta) skj(,aj<^ AJ^ sina CO* A «iuAcosa. >‘*î^ *; ' ' 

(i3iV »iI^*(fl•-^^'l^'tfn4x(l?A'»-^<i^lAcl)s^a. 

" * “JK ' J ' 

'ÿ^viui^e'jBcJiûncr ce paragraphe, npu^tdl't’ns nid|g|iie£ «iicot'euunMiii.i- '*; 
s'èra ^p|ojée dan.s le cours de ce Méniorrc, cotijointemeut avec 
* reHc^quAeMA,>^^o^ d'établir, et qui d’ailUnia est, à pcu]irès',: celle do|^i 


*' 


in(jff#1ait'lnsa0ef dansle toiuell delà !Uè<nnit]ue 48, 

rendre le* tprniides;iji)M,oouciile* et plus facile» à retedfe, ; . - y 
Wns d«^i(>nero(|»*À 4 *éé 8 leniéhi par . - ~*r 




^ r i 


-ij 9; V ' ■■ 'iPvl 

la suf t^ f ^d ii ÿpfe||Hog|^nt^^^^,lÿjpeyj^stratfr xtfr tç» (^itX^Otés^^^ * . - .- ^• 

d un anfjle'^Uftj^r}, rêtbSll’Ûn r^t^^l^r\,i_ ^ . .^ 


*• ' *■ *i ' 

V H- . 


■fc*r * 


\ 

a 

> 


■ 


••V * 
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i« surface <lu parallélipipèdc que l’on peut construire sur les trois arêtes r,f, l,_ 
tf*uii angle sdidc, réduites cllcs-mêraes à l’unité. D’ailleurs, op obtlendr^ 
saus peinç les valeurs de ' ♦ ' • ^ ♦» > 

• • . • •* • 4 . « 

4r,4 [r.>,t], ’ 

en opérant conunc il suit : , ?■ ^ 

iiivTtprés avoü' construit le paralléiograinnie dont les cêtéssont r^r, on 
prcral r pour hase decé pamllélo(;raniine , la hauteur sera représentée par le 
produit 

■ a 

r SI 11 (f, JJ.' 

-, . • 

Doue l’aire du parallélogramme sera proportionnelle , pour. une valeur dé- 

lerminét^ç l’angle (r?j)j au produit .es, e^ représentée par l’expreaùon 

/% # 
r»sm(r, j). 

Si, dans celte expression, 'Ton réduit cluiciine des longueurs ’r, j i l'nnilé; 
l'iûre ilon^ili^git dcvicu^ra 

ci4) ■' ** " 

Concevons maintenant' qu’après avoir construit le parallélipipcde dont'les^ 
arêtes r,j,f se emipertt an point ü, on élève, par ce point, des perpendi- 
ratlaires aux plans des trois angles ^ ^ 

A ^ /s W'-s* 

(t,r). (r,j), ^ . 

ri nommons ^ 

R„ S, T ^ ^ 

lioi», l 9 iigui‘iirà|meSBJ'écs sur eus trois perpçBdiculaites, tlB^i~tfmere* du 
inêpii* t^ôle que l_^éte»rpar rapport au plan de l'angle (j,<)t|j1a secondé tfC 
ifïéiiie cOfé qtiô l’prét# j par raitpprt au plan de l’angle troisième 

du même cêlé que l’aréte,/ par i-apport an plan d^ l'augte^^). Si l'ôn prend 
pour base de ce parallélipipéde I* paralléfdgrâitinin qnt a pour ifttë^'rrf 
rtçonraire le produit - r^- ^ " ''' ^ j 


T j? ■ ^ ^ . '.A \if " f 

Tn irautéur çornespôiiiïièc 4|eétia|1jg**sea|îévidenimenf^ ^ ^ 

' -V ' '• 


• .r 

< 


S-- 


-V 


-r 


• t 


.r< .» ■ V •■4*' V- 

*'’'(>ooc le volume du parallélipipède sera, pour des valeurs déicrmiuées des^ 
adgles (/, T), proportionucl au produit rst, et ce volume sera exprimé, 
pàr le produit , ^ 

rt/siii(r,5) cos(/, 7’). 

laiffai, si l’on réduit chacune des longueurs rst à ruiiité, le volume trouvé 
deviendra L - 


(• 51 ^. 


”V 


(r, s , /] = siii (r, s) cos(/, T). 




Oa obtiendra de même, en échangeant les arêtes r, s, t entre elles, denx aii- 
ira» valeurs de [r, f, t] qui seront, avec la précédente, données par la for- 
mole 

■ (i6) [r,s,tj— sm(r,t)cos(r,R)= sia(t,r)coa(s,S) = sin{r,s)cot(t, T).~ 

•e'est-è-dirc, en d’autres termes, par l'équation (6) de la page 3ao du 3' vb- 
% lùme. . 

* ' Txirf^’on introduit dans le calcul les deux expressions , • 


• • -1 


» 


[r,r, <], 


du parallélogramme qui a pour cotés r et s, se trouve représentée par ^ 
'*1# produit 

■ "['•.’J. 

- et pareillement le volume du paralléUpipède qui a pour arêtes les longueurs 
$e trouve représenté par le produit j 

' ' - r ■ 

• rAjoutons que les aires du triangle et du parallélogramme, tpii ont pour 
’ r^tés rctSy étant eiili'e elles dans le rapport de l'à a , l'aire du triangle sera . 
Véprésent^ par le produit 

:‘âé?. ' 

Pareillement les volumes du tétraèdre et du parallélipipède qui ont pour 
arêtes r, étant entre chx dans le rapport de i à 6, le vohmic du té- 
traèdre sera représenté par le produit .a 
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y ' îô'ftni&sani , nous indiquerons un moyen très-simple de résoudre 
questtuu qu’il ne sera pas inutile de traiter ici, et nous recherclierons ce qi^- 
devient l'aire exprimée par la notation [r, s], quand cette aire est projetât- 

^ sur lui uouveau plan par exemple, sur le plan de l'anqle 
4 Supposons que, les lonf’ueurs ^ r- 

r, .t, U, V' 

_ étaut toutes mesurées à partir de l'origine O, on nomme 

P < 5 . , 

les projections absolues et orthogonales des longueurs • * 


sur le plan de l'angle {u^v) ; et soit i l’angle aigu compris entre les plans des 
• deux angles (r, f), («, o) , ou ce qu’on appelle rincliuaison de l’un de ces plaii5_ , • 

sur l'antre. Si l’on projette sur le plan de l’angle («,*’) le parallélngraiume 
qui a pour côtés r et f , l’aire de la projection sera 

pçsin(f?j^. . ^ 

Mais, d'autre part, on aura évidemment - r . • 

p = rcos[i\p), ç = scos(i,;£ ' J 

donc l'aire de la projection pourra être représentée généralement par |n 
produit 

rv /S /s 

ai /i c<»s(r, p)cOîj(sÇ,$)siii(t&,ç/. 

En réduisant, dans ce produit, r et r à l’nnité, on obtiendra la projection cU 

, l’aire [r, f] sur le plan de l'angle («,«'). Cette dernière projection sera don* 
exprimée par le produit ' 

/\ /s /\ ■. 

(aa) cosir, p)cos(r,e}.siii(p, ç ;• , 

Ce u’est pas tout. L'aire du parallélogramme qui a poiu' côtés r et s étaoi ^ 
I epri^entée par le produit 

A 

rs sin (r, s) . 

il suitira du diviser la projection de celte aire par cette aire même, ou, eu 


Digitized 


(rfiiiri» tenues, par le produit (ai), pour obtenir Je rapport ^ 

^ ^) - en* ('r^l ro» (* ) 0 >ia |p ^ 

«n (r, «) ~ ' 


» ^ 




À- 


« 

■4 


l'/ 


1^1 l'on ubiiendra encore évidemment le même rapport si l’on réduit à moitié 
' ^1 aire dont il s'a|]it et sa projection, en leur substituant Faire du trianp,le qai 
^poiir côtés r, i, et la projection de Faire de ce triangle. D’ailleurs, rjeft 
• nenipécbe d’attribuer aux côtés r,s des longueurs telles, que le troisième 

^^%ôté du triangle devienne parallèle au plan de l'angle ({<,0), par conséqiieiii 

■ .*à la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles (r, i , (o, v;; ^ 

*^^QetsF, en supposant cette condition remplie, ou prend pour base du triangle ' . 

. . . ^ ^ 
eetroisième côté, il se projettera en toute grandeur sur le plan de rangle(u, v], ' 

pour y devenir la base du triangle projeté. Alors , le triangle et sa projection 

offtranl des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des 

• tuteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées #()r*... J^ 

9CS droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent é la droite 1^' 

^ d’intersection des plans des deux angles (r, s), (rr, t»), le rapport de la seconde ‘ .'** 1 

hauteur i la première sera précisément le cosinus de l'inclinaison de.s 

.■sleiu plans, c’est-à-dire de l’angle i. Donc le rapport (a 3 jscra préciséuicui ^ - 

-.é;;rfà cos I , et l’on aura, par suitc-r ^ ^ " -4 




1 .- 


k|4jL*'> ^ * cui».(/’;*p)i!os (s , s) sin (p, çj = siu (r, f) cos i. ' 

Kp Vertu de la formule (9^, la projection de Faire [r,s] sur le plan dç^ 

étitx représentée non-twulemcui par l'expression '. 

*4*^* *:# re\nent ail môme, par te produit »> V 




• 

.. 4». 


if 
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•tv*, 


‘ v' 

quj davui , comnie l'expression {ai), rcpréaenler la projection de l'aire-' 


■ V • 


rj ;-,i 


Vf: 


■> 

"h 

i,'" . 

f * * 

C:V, 




^ <est-à-dire de l'aire du trian(;lc dont les cdtés sont r et s. On se trouve «tp»i 
' ramené par un calcul très-siinplc à cette proposition connue, que l'aire 
^iangle tracé dans un plan est à sa projection sur un autre plan, dans)^ 
rapport de l'unité au cosinus de l’angle aigu compris entre les deux plans. 

. Iji formule (a4) coïncide évidemment avec l'équation (8) de la Note in- 
ÿ^rée à la pa{;c i3t du 3' volume. Mais ou doit observer que , dans cette„ 
Noté, l’équntion dont il s'agit, au lieu d'étre démontrée directement, avait 
été déduite de In proposition même que nous venons de rappeler. 




‘ § II. — A'«r les résultantes formées arec tes eosinut des angles comprit entre deux syti 

* ^ d’axes. 

Considérons dans un plan ou dans l’espace deux systèmes d'axes reçtan-’ 

- gtilaires ou obliques, chaque système étant composé de deux on trois ave^. 
iiJH seulement. Sup[iosons chacun de ces axes indéfiniment prolongé dans uiu- 
^ déterminée, qui sera celle d'une certaine longiienr portée 4, par^i ^ 

. » • «l’une certaine origine O, sur l’axe dont il s'agit. Enfin , nommons 

À ^ 


A* 


t-. 


r^s ou r,s;t 


tw'» 


, ^ i ' y * • les longueurs ainsi mesurées, à partir d'une même origine,' ou à partir 
■ f .î* * gines diverses , sur les directions assignées aux deux ou trois aaes Mi 

>^t le premier système, et .•■^.”*.^3? 


• r- 

*> 


'M ^ 


n. O ou U. *>, 



tes longueurs me.surées, à partir d'une niéme origine, 'du àqurtS 


V . diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui oornpq 


■A 

■s f 


socoud système. Les angles compris entre lea axes du premier 

du second système auront pour cosiou.'i , si cbaquO système nl^uipo'^ . 
de deux axes seqlement, les quatre quantités eoniprises dtmsctHsbMin 


^ (■ 



'' ' ' . «wlfsiè cimopAtraire , « Mua^ire dans le ^ aé obaiji^ sy^mfts 

V i*. ^ &'*'• • * 


cos 


es. 

coS (r, U) 
eos^r, U), Cos (r. 


'x% 

s< «qr' 




ftsenbt « 


i X 
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compose de trois axes, les neuf quantités 

/\ /\ /\ ' 

t cos{r,H), cos(r, o), cos(r,M’), 

/ \ J ^ ^ ^ 

(x) ' cosf^jU), eos(j,e), cos^i,u>), 

i /\ /\ /\ 

\ cos (/,«), tos(/, i»), cos(t, tv). 

D'ailleurs, on pourra former une résultante <i deux dimensions avec les 
quatre termes du tableau (i), et une résultante à trois dimensions avec les 
neuf termes du tableau (a). Pour abréfjcr, noirs désignerons ces deux résul- 
tantes à l'aide des notations 

[r, f;u,t<], [r, r, <1 «, e, iv], 

dont chacune offrira, comme on le voit, deux systèmes de ijiiantités sépa- 
rées les unes des autres, non-scnlcinent par des virgules, mais aussi par le 
signe ; interposé entre les deux systèmes. Il est vrai qu’au premier abord 
on peut être tenté de trouver ces notations trop semblables à celles que 
nous avons adoptées dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le 
§ III, que cette similitude, loin d'être un inconvénient, est un avantage 
très-réel, et que les expressions 

[r,i], [r, s,/] 

se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions plus 
générales 

[r, r;K,o], [r, s,t; u,v,w]. 

Les notations que nous venons de proposer étant admises, ou aura géné- 
ralement ' 

t 

( 3 ) (>, J ; K , o] = cos (r, «') cos (s, oj — cos ( r, v) eos (f, «) , 
et 

* / [r,s,t, u,v,w] = 

■ ^ ^ ^ ^ A\ /\ 

• 1 cos(r, M)cos(f, t>)eos(t, to) — cos(r, m)cos{j, H')cos(/, 01 

( 4 ) A e» /S /s 

• cos(r, cos{s, toi cos(/ , u) — cos(r, o) cos [s, u) cos(t, w) 

f /\ As /\ . /\ As As 

\ - 4 - cos(r,to)cos(j, m)cos(/, o) — cos(r,tv)cos(j, oicosf/, u). 

D'ailleurs, les deux résultantes 

# [r. K,o], [r,î,<; H,o,w], 

EM.d'A» et dt Phft.math,, T. IV.'37*liTr ) 3 
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definies par les équations (3) et (4), jouissent de propriétés qu’il est utile de 
liien connaître, et que nous allons successivemeat énoncer. 

Observons d'abord qu’en vertu des formules (3) et (4), chaciine des ré- 
sultantes 

e], [r, /; M , e, tv] 

lie sera pas altérée, si l'on échange entre eux les deux systèmes d’axes, par 
conséquent les deux systèmes de longueurs 


r, .V , / et w , e, w’. 

Mais chacune de ces résultantes changera de signe, sans chauger de valeur 
iiuinériquc, si l’on échange entre elles deux longueurs mesurées sur deux 
axes appartenant au même système. On aura, par exemple, 

(3) (t. r; u,i<] = — [r, .t; «, u], 

et 

((i) [i, r, 1\ «,u, wj = — U, i», m]. 

Observons encore que chacune des résultantes 

[r,.{i«,ul, [/', r, /; «, e,n-) 

changera toujours de signe , sans changer de valeur numérique , quand on v 
remplacera l une quelconque des directions 

/•, J, /, u,v,w 

par la direction opposée. En effet, supposons que l'on substitue, par exem- 
ple, à la longueur r une longueur r\ mesurée, comme la longueur r, à partir 
de l'origine O, mais dans une direction opposée à celle de r. Alors, dans les 
seconds membres des formules ; 3) et (4) , les angles 

/\ /\ /s 

(r, m), (r,ul, ! r,M^ 

se troiiveroul remplacés par leurs suppléments 

/, /s CS 

• (''.«■); 

et puisque deux angles, dont l uii est supplément de raulre, ofïient , avec le 
meme sinus, deux cosinus égaux, aux signes près, mais affectés de sljpic» 
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«,«>] = — [r,î_} «,v], 


( '9 ) 

roniraires , il est clair que Ja substitution de r' à r a^ra pour effet unique de 
"lianger le signe de chaque terme daus les valeurs des résiilinntes 

[r,s; [r,s,t- u,v,tv]: 

On aura doue, par suite, v 

;?) 

(8) [r', s,ti U, f, tvj = — [r, e, <; u, e, tv). 

.Iteniarquons encore que les angles dont les cosinus entrent cuniine fac- 
teurs dans lu composition des divers termes des deux résultantes 

«,«>], [r,f, /?«,«», iv], 

ne varieront pas si l'on transporte parallèlement h Itûsmcmc chacun Jes axes 
sur lesquels se mesurent les longueurs 

y - . ^ 

«,e,xv,.... 

En conséquence ,*bn peut énoncer la propéKfÉnn suivante: * 


Théorème. Si les longueurs 


r,r, l/i M, e, IV,.,. .' 




V ^ • 


sont mesurées, é partir d'origines diverse^, sur diversaxes indéfiniment pro- 
longés dans certaines directions, on n'altérera point les valeurs des résultantes 

♦[r,r; u,v], [r,r, <; «, v, ivj 

eu transportant les axes dont il s'agit^ parallèlement à eux-inéraes, saus 
changer leurs dircctiods, de manière à donner pour origine commune aux 
diverses loufpieurs un point unique. 

Eu égard à ce théorème, nous supposerons, dans les III et IV, les di- 
verses longueurs 

r, s, l , U , V, w, . . . 
t A , . . * 

toutes mesurées à partir d'une seule origine O, qui sera le sommet commun 
des angks plans compris entre elles, et des angles solides dont les arêtes coïn- 
cideront avec trois de ces mêmes longueurs. 

Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux Uésul- 
lautes 

- [r,j, H']. 

3 . 
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Une antre propriété reaiarquable de ces memes résultantes, c’est qne la 
première ne sera point altérée si chacnn des angles (r, j) , (u^v) vient à 
tourner autour du poiut O, sans changer de valeur, dans le plan qui le 
lenfcrme, et que pareillement la seconde ne sera point altérée si chacun 
des angles solides construits avec les arêtes r, s, t on u, i>, tv, tourne au- 
tour du point O, sans se déformer. Mais, pour établir plus aisément cette 
propriété, il convient d’examiner successivement le cas particulier dans le- 
quel un des deux systèmes d’a\es 


on 


r, s et U, U, 
r,s,t et u,v,w. 


se compose d’axes perpendiculaires entre eux; puis le cas général où les 
axes de chaque système comprennent entre eux des angles quelconques. C'est 
ce que nous ferons dans les deux parajjrapbcs suivants. 


§ III. — . df In r^s{U{nnte,çimsmtdc apvc tes cosinus des angles que des axes 

quelconques ^entent avec axes'‘prrpendicutairet entre eux. 

(ionsidéruti) d’abord, dans un plan donné, deux axes iodéfinimeut pro- 
longés à partir d'iin certain point O dans deux directions déterminées. 
Soient 

r, ^ 

deux longueurs mesurées dans res deux directions à partir de l’origiie O; et 

supposons, dans le plan de l’angle (r, s), la position d’un point>«|ueicouque 
rapportée à deux axes rectangulaires desar,^, qui passent eux-mémes par 
l’origine O. Enfin nommons 

■ *’ y 

r 

deux longueurs mesurées, à jvartir de cette origine, sur les axes des x, jr, 
indéfiiiimeiit prolongés dans le sens des coordonnées positives. Les cosinus 


1 SJ 

des quatre angles 

A A 


'• 

A A 

.1 

» 

- (.V, y)» 

■- 


que formeront les deux cAtiis de l’angle (r,iç) avec les deinreétés de l’angle 


Digitized by Google 


( a» ) 

(irnit (x, y), et, par (dite, la résiiltaotc 

(.1 co8(r,”x) cos {s , y) — *oos l /Cy) cos f# , x) 

< uustruite avec ces oasinns, pourront être évidenunent exprimés à l'aide.des 
sinus ét coaiiliie des' seuls angles ' ^ ^ 

■('•.Vi (Ay)- . 

' ' .i<t. 

-Si , pour plus de comilbdité , on commence par supposer les longueurs r, s, 
situées l'une et l’autre du c6té des_y positives', c’est-à-dire , en d'autres tuixnes, 
du nMMbiKÔié que y, par rapport à l’axe des -z, alors cbacun des an|;(es 

étant aigu offrira un cosinus positif; et- Cômnîe.Ia valeur numérique de ce 
cosinus sera lc,^q^s de l'aoglo fonaé par ‘la loogueor r ou s avec une direc- 
tion perpendiculaire à y, on auQi 

/\ * A A /\ 

cos (r, y) = sin (r, x), cos (r , y) = sin (s , x). 

Donc alors la formule (i) donnera 

A /\ '' 

[r, r; x, y] = cosfr, x)aui(<, x) — <ii»(r, x) cos(j, x), 

* r* 

ou, yeqai revient au même, cfl égard à la formule (^i).du'^l”, « 

A A 

[r, , y] = sin [(r , X) - (r, x)l- 

Hais alors aussi, la différence 

>> • • • A A * ' . 

- . . .. , . . {s,x).-{rr%}, 

égale, au signe près, à l'angle ^r, s), sera positive ou négative, avec son si- 
nus, suivant qdc Te mouvement de rotation de r en r sera direct ou réti'o- 
grade. Donc la dernière des formules obtemies pourra s’écrire comme il 
suit : ■ ' ■ 

(a) [r, r ; X ; = (r, s) sin 

D’ailb 


^cÿra r,a seraient 
subsister, en vertu 


D'adie^ l'é^alioii (a), âinas établ».pàwie cas oik ies leq|^( 
loqP^^uxjfituéOs du cèle dçaj' positivM , eontinuera dè sn! 
do la ^oi^ie à la formula '{if) du $ I*,- ai T’en substitue *à 

'Fune des dinentHxns r>:^^diirectiôa oppbséefi;.'4>u s\ située 'du côté dcs_;' 
négatives, et, pàé suite euedt'e, si l'on s^stitiieen inémqrfqMipe r' à’^'ët / à s. 
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Donc la formule (3) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra 

être située, comme l'on voudra, ou du côté des ‘ÿ positives, ou du côte 

/\ 

des^ négatives. D’autre part, la quantité positive sin (r,^) représente préci- 
sément ce que devient la surface du parallélogramme coii'trnit sur les côtés 

r,.r del'angle (r, s), dans lé cas ou ces côtés sont tous doux égaux à iainité, 
et l'expression 

{r, i) 

se rédjut a + 1 «u à — 1, suivant que le mouvement de rotalion de r en r 
est dbect oiiAi'étrogi'ade, c'esl- 4 ,-dire ‘dirigé dans le sens du muuvoiiMiit de 
rotation de r en r, ou d'ans le sens opposé. Cela posé, la fo^ntule^a) cuirai- 
liera évidemment la proposition suivaiiU(.\, 

I ” Tirntrème. Étant .donoés^ana un plan, un angle droit (x, y;, et un angle 

aigu, droit ou obtus (rfff), qui ont pour sommet commun fe point O; si 
l’on détermine les quatre cosinus des autres angle» *" 

(/Cx), 

;,r,x), • 

que formeront les côtés r, s de l’angle (r, i) qvec les c ôtés x, y de l'angle 

droit (x*^y), la résultaialp , . • ‘ * 

[r,j?ir,y]. ^ 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , suivant que les 
mouvements de rotation de r en s, et de x en y, s’eflpclueront dans le même 
sens ou en sens contraire ; et coite r^ultaôle aura pour valeur numérique 

le sinus de l’angle. (t*, t), ou, revient au même, laire du parallélo- 

gramme que l'bn'-peut consv^Ml^r les ctjfc^ V, s réduils.ruo c|„rantre à 
l’uitité. ■” ' ' s *** * ^ 

Comllaire. l/a valèurVuniéAqiiede'la résultante 

[r,j;x,y] 

étant indépendante oon-sculamcnt d.e IPpqsilion^u occupent dans le plan 
dnoiié', les tfxes réctatigulaires siitvlesqucb''!tb nfcsurcni les rmx Ion0^ur.s 
sft, 'mais encore dh sens dans>leqad s’effccitie'lé mouv.em^|jM^roHMou 
cfe x'eh. t, il c^ -naturel de repéëséoter^cette ralc«r 4 umédqu*^r la simpis' 
otàuou' '.vr- ^ ‘ ‘v.K V ' ‘ 
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que l'on dMuiMAe l'expretttMf 


^[n«;x,y]. 


. V 




en y effaçant les deox lettres x , y, employées pour indiquer deux directions 
dont il n’cst plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors l'éqattion (a) 
«•trouve remplacée par les deux fornuijls ,, 

(3) *. jr] 

(4) (/•, f] = sin Vt ■ . 

dont la seconde reproduit précisément l’uife- dcs^Otàtions admises dans 
le§I". 

Supposons maintenant <^ue, le sommet O de l'angle (r, r) étant toujours 
pris pour origine des coordonnées, (tn rapp’ôrtc la position d’un point quel- 
conque de l’espace à trois axes rectangulaires des x, dont 'fedétix 

premiers pourront être situés en dehors du plan de l'angle (/•,‘^x); et nom- 
mons * 

. y. ” ^ 

trois longueurs mesurées, à parlirde Forigine O, sur les trois axes desx,^, z, 
indéfiniment prolongés dans Ic'sens des coordonnées positives. Si l’on déter- 
mine les cosinus des quatre angles 

** /\ /\ 

('•.*). (f. y), . .. '■ 

que formeront les côtés de l angl^Pi) avec let côtés de l’angle droit (X^y), 
on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante 

['■.J» X, y] = cos(j»x)co«(f,y)— cos(r^y)cos(x^x). . 

Si d’ailleurs, après avoir projeté les longueurs ' 

r, s 

sur le plan des x, On nomme 

• ^ m 

iloux longueurs nouvelles mesurées^ ^j>artir du point O, dans les direclioiis 
mêmes des deux projec^ons ou daffa jes di^AO^ns op|>osées, on aura encore 

lp> s; v,y)= cos(p, x)cos(sry) - co«(p,'y) ^?ry)- 




en vertu théorème ccAinu et rabtif aux planA 4 )ui>«e coupent a 
•'âf((e 5 droits {i|o/r le 7 ' théorème de la page 3i 1 dn 3* voluhae], on pourra, 
aux deux équations ^i précédent, joindre les formules 


»y«(r,x) _ cos(r, y) _ 
cos(p,x) eo»(p,y) 




A 

cos {s, s)ÿ. 


cos(<, x) c os(/, y> 

tos(«?x) cos(t.y) 

puisque les plans projetants , c’est-à-dire les plans des deux angles 

(r,p), (*,S) 

seront tous deux peqicndictllàires au plan de l’angle (x, y). Donc les deux 
équations dont il s’agit, combinées entre elles par voie de division, donne 
ront ‘ 

■ [r, »; X, v1 ■ , , , , 

• . . ( 77^71751 

et Ion aura, en conséquence, 

A A 

(51 [r, r; x, y] = [jo, ç; x , y] cos (r, p) ros (s , ç). 

A 

Enfin, les directions p, ; étant comprises dans le plan de l'angle (x, y>, on 
tirera de la formule (a) 

[p,ç;x,y] = (pîs)sin(prî), ^ . - 

et, par suite, la formule (5) donnera > 

( 6 ) (q .t J X , yl = (p, s) siu (p^çl cos (r^p) cos 

Rien n^mpéefae de supposer que les deux lettres - 

■ ' '\ • 

P’ S 

représentent en grandeur et en direction les projections absolues des lon- 
gueurs 

r, s 

sur le plan des x,jr. Si, pour plus de commodité, on adopte cette suppo- 
sition , les deux cosinus 

,, cos (rCp), cos(j?ç) * 

seront tous deux positifs, et pour qu’ils représentent les projections ab- 
solues p, ç des longueurs r,s sur le plan des x ,jr , il suffira que chacune de 
ces longueurs se réduise à Tunité. Alors, le parallélogr|piroe construit sur 
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ces (Jeux projections offrira une aire évidemment cmprimée par le 
produit f 

sin (p,ç) cos (r,p) cos(r,s), 

puisque ce paraliélogramine aura pour c6tés 

cos(r,p), co5(.ff,ç), 

ci pour hauteur le produit 

cos (/^ç) sin (p^), 

quaud on prendra pour base le premieryôté cos(r,p). 

Quant au facteur (p , , il sc réduira ou ~à + i , ou à — i , suivant que le 

uiouvemeqt de rotation de,pcn ç sera direct ou rétrograde, c'est-à-dire 
dirigé dans le sens du mouvement de rotation de x ou y, ou dans le sens 
opposé. D’ailleurs, p et ; étant, par hypothèse, les projections absolues de r 
et de s sur le plan des pei-pcndiculaire à l'axe des z, il est clair que 
les mouvements de rotation de p en $ et de r rn r s'effectueront dans le 
même sens autour du dcini-axe des z positives, c'est-à-dire autour de la di- 
rection z. Donc, si l’on adopte les définitions et notations proposées dans 
le § I", Je mouvement de rotation de p en çjfen dUrect ou rétrograde dans le 
plrni des X, jr, suivant lé nfd'uvement de rotation de r en r autour de la 
direction z sera lui-même direct ou rétrograde dans l'espace, et l'on aura 

(7) 

donc l'équation (6) pourra être présentée sous lu forme 

(8) [r,rf x.y] = (r, J, z) sin (pCs) Cos (rfp) cos(rrî) , 

et l'on pourra énoncer la proposition suivante; 

a' Théorème. Étant donnés, dans l'espace, un angle droit (\,y) et un 

angle aigu, droit oit obtus (r,r), qiri ont 'pour sommet*^commun le point ü, 
si l'on détermine les cosinus des quatre angles * , 

{r?x), {r7y)‘ 

(s?y) 

que fbrmcroDt les côtés de l'augle (r,s) avec les côtés de l'angle droit (x^y ), 
E,r. J'Am et tte Pkyt- mmtÀ., T. VI. ( 57 ^ Itvr.) 4 


Digitized by Google 


( > 6 ) 

la résiiltanle 

['•. x,y], 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , suivant que les 
mouvements de rotation de r en f et de x en y autour d'une direction z per- 
pendiculaire au plan de l’angle {x , y) , s'effectueront dans le même sens ou 
en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire du 
parallélogramme que l'on peut construire, dans le plan de l’angle (x, y), sur 
les projections des côtés r,s, réduits l’un et l’autre à l'unité. On peut re- 
marquer d’ailleurs que ce parallélogramme est la projection de celui que l'ou 
pourrait construire dans l'espace sur les côtés en question. 

» Concevons maintenant que, le même point O étant tout à la fois le 
sommet de l'angle (r, s) et de l'angle droit (x,y), on nomme 

/, m, n 

trois longueurs mesurées a partir du point O, la première sur la droite d in- 

/V /V 

tersection des plans des deux angles (x,y),(r,j), et les deux dernières sur 
des perpendiculaires menées à cette droite dans les deux plans dont il s'agit. 
•Supposons d'ailleurs, pour plus de commodité, chacune de ces perpendi- 
culaires dirigée dans un sens tel, que les deux mouvements de rotation* de 

X en y et de / en m soient de même espèce dans le plan de l’angle (x,y), et 
que les deux mouvements de rotation de r en s et de f en n soient de même 

espèce dans le plan de l’angle (r, s). On pourra faire tourner l'angle droit (x, v 

dans le plan qui le renferme, de manière à l'appliquer sur l'angle droit {iÇni), 
et à faire coïncider les deux directions 

X , y, 

la première avec la direction /, la seconde avec la direction m. Cela posé, 
on conclura du a* théorème, que la valeur générale de l'expressiou 

[f.tix.y] 

ne diffère pas de la valent- particulière qti’acquicrt cette expression quand 
on y remplace x par / , et y par m. On aura donc généralement 

[r,f; x,y] = [r,s; /,/«], 
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ou , ce qui revient au même, 

[r, j; X, y] = cos (r,l)cos{s, m) — cos(r, m) cos(i,/). 

Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les deux directions m, n, dont 
chacune est perpendiculaire à la direction l, sera lui-même perpendiculaire 
kl, et, par suite, à tout plan qui contiendra /, par conséquent au plan de 

l'angle (r,s), ou, en d’autres termes, au plan des deux angles 
Donc le théorème relatif aux plans qui $c coupent à angles droits, le 7' théo- 
rème de la page 3 i i du 3 ' volume, donnera 

cos (r, m) = cos (r, n) cos (m,n), cos (s,m) = cos (s, n) cos (m , n). 

En substituant ces valeurs de cos(r, m), cos(s, n) dans l’équation précédente 

[r, f ; X , y] = cos (r, l) cos {s^m) — cos (r, m) cos{s, l ) , 

et en ayant égard à la formule 

[r,r; l,n\ = cos(r, t)cos(s,n) — cos (r,n) cos (f, Z), 

on trouvera . ' . 

- ' fr, r; x,y] = [r,j; /, n] cos{in,n). 

Enfin, puisque l'aDglc droit (Z,n)scra renfermé dans le plan de l’angle l,r, jf), 
et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation de ren .r et de / en n 
auront, par hypothèse, la même direction, le 1“ théorème donnera sim- 
plement 

[r,r;/,n] = sin(r,f); 

et, par suite, la valeur générale de la résultante [r, s;x,y] pourra être ré- 
duite à 

^9) [r, J ; X , yj = si n {r^s) cos (w?/t). 

Donc, puisque sin{r, j) représente l’aire [r,f] du losange que l'on peut con- 
struire sur les c6tés r, s réduits chacun à l’unité , on aura encore , dans 
l’hypothèse admise , 

(10) [r,s;x,y] = [r,f]cos(m 7 n). 

Il est bon d’observer que l’angle ('n,n), compris entre des droites m, n 

. 4. 
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nien^ps, dans les plans des deux .ingles_ 

.A^îy). ('Vf). 

perpendiculairement à la commune intersection l de ces deux plans, est 
égal ou à l'angle aigu qui mesure l'inclinaison du second plan sur le premier, 
ou au supplément de cet angle aigu. Donc le cosinus de l’angle {m,n) doit 
être égal, au signe prés, au cosinus de l'inclinaison mutuelle des deux plans 
doût il s’agit; et l'on peut énoncer encore la proposition Miivante : 

» 3' Théorème. liCS mêmes eboses étant posées que dans le a* théorème , 
la résultante ... 

['•. ■fi’f.y] , • 

aura encore pour valeur numérique le produit du sinus de l'angle (r, r)par 

le cosinus de l’inclinaison mutuelle .des j>lans des deux' angles (r, s) et (x , y). 
D’ailleurs, comme on l'a déjà remarqué, le premier facteur de ce produit 
est précisément l'aire du parallélogramme que l’on peut construire sur les 
(leux côtés r, x réduits l’un et l'autre à l'unité. 

Corollaire. Si, en supposant que Pangle droit (x, y) et l’angle '(r,y) ont 
pour sommet le même point O, on nomme T une longueur mesurée, à partir 

de ce point, sur une perpendiculaire au plan de l’angk (r, x), l’angle (7;z), 
compris entre* deux droites 7} z respectivement perpendiculaires ayx plans 

des deux angles (x, y), (r, x), sera évidemment égal 'ou à l’inclioaison mu- 
tuelle de ces deux plans, ou au supplémeti^de cette inclinaison; et, par suite, 
les cosinus des deux angles ' , 

offriront la même valeur numérique. Si d’ailleuraon suppose les directions T 

et Z situées d’un même côté par rapport au plan de l’angle (r, x), les mouve- 
ments de rotation de r en x autour de la direction z, et de r x autour de 
la direction T’ s’effectueront dans le même sens; et l’on aura en coniéqueucc 

' - (r, x,z)=(/-,x, T;. : . ' ' 

Donc alors la résultanip -.j' - ' 

[r,x;x,y], 

4 

qui est, en vertu de la formule ;8), une quantité affectée du signe de (r, x, z) , 
sera aussi «ne quantité affectée du signe de (r, x, 7’); et ce signe sera encore. 
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eu égai-d à l’équatioo ( 9 ), le de cos(m,«). On aura donc, dans l’hypo- 
thèse admise, 

■t 1 ) cos(m,n) = (r,f, 7^) cos(7^,z). 


Ajoutons que cette dernière formule continuera évidemment de subsister, si 

à la direction Ton substitue la direction opposée, puisque alors l’angle (T*, z) 
étant remplacé par son supplément, les dcox fiactenrs du produit 

(.r.s, T)cos{T,z) 

changeront de signe. I,a formule (ii) se trouvant ainsi établie pour tous 
les cas, l’équation ( 9 ) donnera génér^^pncnt 

(19) [r, s ; X , jrj £= K 

ou, ce qui revient au même 

(|3) [r,f ; x,yJ = (r,‘J'Vî')ln^]c'>s(7fï)- 


Si maintenant on échange entre elles les trois directions x-, y, z, eu observant 
que les trois mouvements de rotation de x en y autour de a , de y en z au- 
tour de x,etdezenx autour dey, sont tous trois de même espèce, on obtiendra, 
au lieu de l’équation (ta), deux équations du même genre, qui seront com- 
prises , avec clic , dans la seule formule 


>4) 


[r.*; y»»] _ [>•■*! 
«•‘(î’Px) 




cos (T, ï) 


Considérons, à présent, outre les' axes rectangulaires des x,jr, z, sur 
lesquels on suppose portées à partir de l’origine O les trois longueurs x , y, z , 
trois autres axes rectangulaires ou Obliques, indéfiniment prolongés è partir 
du point O , d’ans des diretÀtons déterminées ; cl nommons 

r, s, t 


trois longueurs qui, ayant le point O pour origine, se mesurent dans ces trois 
directions. Les cosinus des neuf angles pràns 


/V 

^C,xJ, 

(M’). 

, A 

ir,z), 

A 

(s.x), 

(^. y)i 

i-tr*). 

(L *) . 

(M). 

(M) 


A 
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fHic fortneront les directions r, s, t nvcc les directions x, y, ï, seront les clé- 
ments de calcul qui entreront dans la composition des trois résultantes à deux 
dimensions : 

i [r, J ; y, z] = cos (r, y) cos (j, z) — cos(r, z) cos (s, y), 

[r,s; z, x] — cos(r, z)cos(f, x) — cos(r, x) cos(j, z), 

A /N AA 

[r, j; X, yj = cos(r, x) cos(.y,y) — cos(r, y) cos (s, x), 
et de la résultante à trois dimensions 

[r, X, x,y, z] = 

A A A A AA 

COS (r, x) C 08 (f, y) cos (< , x) — cos (r, x) cos (s, z) cos (< , y) ♦ 

A A A A A A 

COS (r, y) cos (f , 2) cos , x) — cos (r, y) cos (^ , x) cos (/ , z) , 

A A A A A A 

cos(r, z) cos(Sf x) cos(ï, y) — cos(r, 2) cos(,r, y) cos(/, x). 

Or, en vertu des formules (i 5 ) et (16), on aura évidemment 
1 fr,x, <; x.y, z] = 

' * [r,î; y,z] cos(/,x)-t-[r,j; z,x]cos(<,y) -+- [r,j; X, y]cos(/,z). 

D'ailleurs, si l’on nomme 7 ' une longueur mesurée, à partir du point O, 
sur une perpendiculaire au plan de l'angle (r, s ) , les valeurs des expressious 
[f.J; y,ï], [r,i; z,x], {r,j; x,yj 

pourront être déduites de la formule (i 4), et de cette formule combinée avec 
l'équation (i 7) , on tirera la suivante : 



x.y, ï] 


— ër X X = 

cos(», x) cos(T, x) -t- cos(j, y) cos(7’, y) -4- cos{r, »)cos(r, *) 

Donc, en observant que, dans cette dernière, le dénominateur du premier 
inouibre est précisément égal à cos (< Tt’), on trouvera 

-ër- — = (r, s, T) sin (r,s), 

cos(r, T) 

et , par suite, 

( ' 8) [r, s, t ; X , y , z] = (r, s, T) sin (rfi) cos (/ f'T’). 

Si, pour plus de commodité, on suppose que la longueur T" soit située du 
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même côté que la loiigueur t par rapport au plan de l’angle (r,s), les deux 
mouvements de rotation de r en f autour de <, et de r en s autour de T, 
s’effectueront dans le même sens; en sorte qu'on aura 

(r,f, 7 ’) = (r, i,/). 

Alors aussi , dans l'équation (i 8] réduite à la formule 

(19) [f,^, *,y,z] = {r,s, f) sin (r,"*) cos(<f' 7 ’), 

le facteur cos(r, T) sera positif, puisque l’angle (t, T) sera aigu; et, par 
suite, le produit 

sin (r,i) cos(t, y) 

représentera la valeur du parallélipipède que l'on peut construire sur les 
arêtes r, s, t, supposées toutes réduites à l’unité [voir le § I"]. Quant au 
facteur 

{*•, 0 . 

t 

il se réduira ou à + 1, ou à — i, suivant que le mouvenieot de rotation de r 
en s autour de t, étant direct ou rétrograde , sera ou ae sera pas de l’espèce 
du mouvement de rotation de x en y autour de it. Donc la formule (19) 
entraînera la proposition suivante: ^ 

4 ' Théorème, ittkitt donné dans l’espace un angle solide dont les arêtes x. « 
y, s , mesui-ées à partir du point fixe O , sont perpendiculaires entre elles , et 
un autre angle solide dont les arêtes r, s, t se coupent, au même point O, s<jus 
des angles quelconques, si l’on détermine les cosinus.des neuf angles 

('•r*). (/Cy)» ('Cz),' ' 

(s%), {slz), 

(^1*)» (^>y)* (^)Z)> 

que formeront les arêtes r, s,t avec les arêtes x,y, z, la résultante 

' Xiy,z]. 

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que 
mouvements de rotation de x en y autour de z, et de r en s autour de r, s'ef* 
fectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura 
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pour valeur DumérH^ue le volume du parallélipipètle, que Ton peut ron- 
■iiruil^B sur les arêtes r, s, t réduites chacune à l'unité. 

Corollaire* La valeur numérique de la résultante 

[r, s, < ; X , y, i] 

», 

étant indépendante non-seulement de la position qu'occupent, dans respace, 
les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueurs 

y, ï. 

mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvrment de rotation' de x 
en y autour de z, il est naturel de représenter cette valeur numérique par la 
simple notation 

que l’on déduit de l'expression 

en y effaçant les trois lettres x, y, z, employées pour indiquer trois di- 
rections dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors 
l'équatiou (19) se trouve remplacée par le système des deux formules 

(ao) fr, r, ^ x , y, 7.] = (r, s, t) [r, r, < ] , 

(ai) [r,j, /| = sin(r,s)cos(<,7'), 

ü dont la seconde reproduit précisément l’une des notations admises dans le 
$ I”. Ajoutons que, si l’on nomme 

R, S, 7' . • 

V 

trois longueurs respectivement mesurées sur des perpendiculaires aux plans 
des trois angles 

(.t,/), («v), (rfî),",; 

à partir du point commun aux trois arêtes 

r, s, t, 

et situées, par rapport à ces plans, des mêmes côtés que ces trois arêtes, on 
pourra joindre à l’équation (ai) deux autres équations qui seront comprises, 
avec elle, dans la seule formule 

(aa) [r,f, t] = sin(j,r) cos(c7/î) = sin(<7/-) cos{s'^S) = sin(r^) cos(/'^ T) 
[voir le S I"]. 


Digitized by Google 



( 33 ) 


En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu’en vertu des tliéo- 
rèmes i , a et 3, la valeur de la résultante 


[f.-t; 3t. yl 


dépend uniquement de l'angle (r, s ) , de l'iuclinaison du plau de cet angle sur 
le plan de x; y, et du sens dans lequel s'efTectiie, dans chacun de ces plans, 
le mouvement de rotation de r en j ou de x en y. Pareillement, il suit du théo- 
rème 4 ) que la valeur de la résultante 

t; x,y, 7.] 


dé|)(!iid iiuiqiieineiu de la forme de l'angle solide qui a pour arêtes x, y, z, 
et du sens suivant lequel s’effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en s autour de /, et de x en y autour de z. En conséquence, on peut énoncer 
la-propost^n suivante ; 

'ÎÂ 2"A«ré/«è. I.es longueurs 

'•.*.^x,y,z 


étant mesurées , à partir d'une même origine O , les trois premières dans des 
directions quelconques, les trois dernières sur des axes perpendiculaires 
entre eux, on n’altérera point la valeur de la résultante . 


■> V. [r,s; x, yj, 

S 

en faisant tourner autour du point O chacun des angles 

{r?s), (xry), 

supposé d’ailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur de 
la résultante 

fr, s, t ; X, y, z]. 


en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles 
solides qni ont pour arêtes, d’une part, les longueurs r, s, f, et, d'autre part , 
les longueurs X , y, z. 

Les résultats auxquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe étaient 
déjà connus. Mais les formules à l'aide desquelles on les exprimait ; n'of- 
fraient pas toute la précision que l'on pouvait désirer, puisqu'elles renfer- 
maient des doubles signes dont la détermination dépendait de certaines 
conditions qu'il était nécessaire de mentionner dans le discours, et d’énoncer 
£i. rf’Ai.. rt de PS T. IV. (57* Utt.) 5 
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à part, li'adoption des signes 

{r,s), (r,s,t] 

propres à indiquer le sens des mouvements de rotation , et l'introduction de 
ces signes dans les formules font disparaître l’inconvénient que nous venons 
de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle facilité l'usage de ces 
mêmes signes permet d'établir des formules générales, qui déterminent com- 
plètement les valeurs des résultantes analogues à colles dont nous venons de 
nous occuper, mais relatives k deux systèmes quelconques d'axes rectangu- 
laires ou obliques. , 

^ IV, — D^itf^rmination de ta résultante eonstniite avec les ensinus des angles tfue des ajcr\ 
donnés forment avec, d’autres axes rectangulaires ou obUifues. 

Considérons deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques,, indéKni- 
ment prolongés, à partir d’une même origine O, dans des directions déter- 
minées sur lesquelles se mesurent, à partir du point O, pour le premier 
système , les longueurs 

r,s,ou r, s, t, 

et, pour le second système' les longueurs 

U, V ou U, V, w. 


Si l'on suppose chaque système composé de deux axes seulement, les 
longueurs 

r, s ou « , t>, 

mesurées sur les directions de ces deux a.xes, comprendront entre elles un 
angle plan 

et les cosinus des quatre angles ^ 

(5,«), (f,o), 

quc lormeront les directions r, s avec les^directions u,v, seront les facteurs 
qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante 


(■) 


A . a 

u,v] — coa(l*,tt}cos(r,t')— .pos(r,i») cos^w). 
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Ur la valeur de cette résultante pourra être pr^ntéc sous une forme très- 
simple, si les deux an{;lcs ' 

('C'S). (“C»») 

étant renfermés dans un même plan, lune des directions r,s est perpendicu- 
laire à l’une des directions «, v, en sorte qu’on ait, par exemple , 



Kii effet, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera 

/\ 

cos(r,t>) = O , 

et, par suite, la formule(i) donnera 

[r, J ; « , u] = cos (r, u) cos (s, u). 

Ur, la direction v étant perpendiculaire à la direction r, on pourra, dans les 
formules (4) du § 1", remplacer non-seulement r |)ar s ou par u , mais en- 
core X et y par r et u; et, par suite, en considérant comme direct le mouve- 
ment de rotation de r’en.e, on aura '' 

,!l lï— 

cos (a,f) cos(i,v) = 

Donc la valeur trouvée de [r, .f; «, uj pourra être réduite à 

(a) (r, s-, « , u] = <r,i) {u, u) sin (rT*) sin (u%). 

> 

Observons d’ailleurs que la formule (a) coatinuera évidemment de subsister, 
si l'on considère comme direct, non plus le mouvement de rotation de r 
en V, mais le mouvement de rotation de u en r;^car, pour passer d'un cas à 
I autre, il suffira de changer le signe de chacun des facteurs, ce qui n'al- 
térera pas leur produit. Ajoutons qu’en vertu de la formule (5) du § Il , 
jointe à la formule (i) du $1”, l’équation (a) subsistera encore, si l’on y 
échange séparément ou simultanément r avec s et u avec v. Elle subsistera 
donc , non-seulement quand r sera perpendiculaire à v , mais encore toutes 
les fois que l'une des directions r, r sera perpendiculaire à l’une des direc- 
tions u,v. Il y a plus: on peut affirmer que la formule (a) subsiste géné- 
ralement, quelles que soient dans le plan donné, c’est-à-dire dans le plan 

5. 
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(Ips (leux aa(;les les directions des lon^pieurs 

r,s,u,i>. • 

C’est effectivement ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. - 

Rapportons la position d'un point quelconque, dans le plan donné, à 
(leux ax<» rectangulaires des x et jr, qui passent par l’origine commune O 

des quatre longueurs r, jr, U,. o; et nommons ' ’ • 

'■ J 

X, y . 

deux autres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces deux axes in- 
définiment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des quatre 
cosinus renfermés dans le tableau 


/\ /N 

cos(r,w), cos(r, p), 

/s /\ 

cos (Sf «), cos (^, v) 


sera déterminé par une équation de la forme^ 

/V /\ ■ * /\ * /\ t 

(3) cos(r, U = cos(r, x)cos(a,x) -t- Q 0 s(r, y}cos(M,y); 


et, en conséquence, pour obumir chacun de ces quatre cosinus, il suffira 
d’ajouter entre eux les deux termes renfermés dans' un'é meme ligne horizon- 
tale du tableau ' M ' 


/\ A 

cos(r, x), cos(r,y), 

A A 

cos(f, x), cos(.t, y). 


après' les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de 
l'une (les lignes horizontaltïs du tableau 

/S 

^ co8(m,x), co&(/^,y), 

/V A * ‘ 

% cos(o, xj, cos(tsy). 

• • / 

Cela posé, en ayant égard au théorème général sur les produits des résul- 
tantes [voir le a' volume, page i6y], et en appliquant ce théorème aux 
quatre équations semblables entre elles, qui seront de la forme de l'équa- 
tion (3),. on trouvera 


( 4 ) 


[r,j; (/,«) = [r,j; x,y][H,o; x,yj. 
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Or, a l'aide de l'équalion (4), que l'on peut aussi présenter sous la l'orme 


(5) 




‘.yl = 


[ r, *i «.<■ ] 

[<»,••; x,t]’ 


on étendra facilement la formule (a) à tous les cas possibles. En eifet , on 
pourra d'abord, en particularisant les directions n et o, tirer de l'équation (5) 
la valeur de [r, s-, x , y]. Si , pour fixer les idées, on suppose v perpendiculaire 
à r, et « à on tirera de la formule (a), déjà démontrée daos^ cas on r est 
perpendiculaire à e, v 

y\ y\ 

[e, J ; u,t>] = (r, s) («, o) sin(r, s) sin (« , i-J ; - 
et, eu égard aux conditions 

= sin(xry) = i, (x,y)=i. 

On trouvera de même, puis(|ueu est supposé perpendiculaire à y, 

x,y| = («,o)sin(ttr‘')i 



puis, en substituant les valeurs ici trouvées des deux résultantes 
[;•, s; M, oj, x,yj, 

dans le second nombre de la formule (4), on obtiendra l'équation 
(6) [r, J ; X , y ] = (r, s) sin (r%) , 

que l'on pourrait, an reste, comme on l'a vu dans le $ III, établir direct»* 
ment. Enfin, si l'on siib.stitue dans le second membre de l'équation (4), la 
valeur précédente de [r, f ; x, y], et la valeur semblable de 1«, t»; x , y], qui 
seront encore données par la formule ^ 

[m, V, x , y] = («, x) sin (» 4 1 »), 


quelle que soit la direction attribuée à u, on sera immédiatement ramené à 
l'équation (a), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient, dans le plan 
donné , les directions des quatre longueurs 

r, s, U, 1 -. 

Il est bon d'observer que le produit ■ ' 

(r, #).(//, u), 




V 

4 
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renfermé dans le second membre de la formule ( 2 ), se réduit simplement à 
-i- 1 ou à — I, selon que les mouvements de rotation de r en s et de u en y 
s’effectuent dans le même sens ou en sens contraire. Quant aux facteurs 

siii(r,f), siu («,«’), 

ils représentent précisément les aires de deux parallélogrammes que l'on peut 

construire sur les côtés des deux angles plans (r, j), «i supposant 

chacun de ces côtés réduit à l’unité. 

Cela posé, la formule (a.3) entraînera évidemment la proposition suivante: 
1 " T/imréme. ittant donnés, dans un plan, deux angles 

* («%), 

si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

(r,u), (/C*’). 

/\ /\ 

(j.ft), (j,o) 

que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante 

(r,j; M,e], 

construite avec ces quatre cosinus , sera positive ou négative , selon que le.s 
mouvements de rotation de r en f et de u en e s’effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique le 
produit des sinus des deux angles donnés, ou, ce qui revient an même, le 
produit des aires des deux parallélogrammes que l’on peut construire sur 
les côtés de ces deux angles, en supposant ces côtés réduits à l'unité. 

Corollaire. 8i, comme nous l'avons déjà fait dans le § lil, on désigne par 

[c ^1 

faire du parallélogramme qui a pour côtés les longueurs r, s réduites à 
1 unité, on aura 

« 

• /\ /S 

[r, X J = sin (r, r), [« , e] = sin (n , e) , 

et la formule (a) pourra s'écrire comme il suit . 

(7) l'fi. ", v] = (r, rj.(t/, !•) [r, s] [/<, o). 
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Supposons maintenant que les deux angles 

A A 


ayant pour sommet commun le point O, cessent dctrc situes dans un meme 
plan; puis, en prenant le point O pour origine des coordonnées, rappor- 
tons la position d’un point quelconque de l'espace à trois axes rectangulaires 
des XjJ', Z, dont les deux premiers soient renfermés dans le plan de l’angle 
(n, v); et nommons 

X, y, Z 


trois longueurs mesurées ^ partir de l’origine O, sur ces trois axes indéfini- 
ment prolongés dans letens des coordonnées positives. Chacune des direc- 
tions M, O étant comprise dans le plan de l’angle droit (x,y), la formule (3) 
et celles qu'on en déduit eu remplaçant séparément ou simultanément r par .t 
et« par o, continueront encore de subsister |vo/r le théorème 6 de la page 3 1 1 
du 3* volume), et entraîneront encore avec elles l’équation (4), en sorte qu’on 
aura 

(4) ['•, ^ ; s . y] ^ , yj 



droit (x,y), la 


De plus, l'angle (m, e) étant compris daus le 
formule (6) donnera 


[« , e ; X , yj = (h , p) sin (h , u). 


D'ailleurs, si l’on adopte les définitions et notations proposées dans le ^ 
le mouvement de rotation de u en p sera direct ou rétrograde dans le pkn 
des i, y, snivant que le mouvement de rotation de u en p autour de la 
direction z sera direct ou rétrograde dans l’espace. On aura donc 




et, par suite, la valeur trouvée de la résultante [m, p; x,y] pourra être pré- 
sentée sous la forme 


(8) [m,p; x,y)= («,p, z)sin(«,p). 

> 

Enfin si, pour pins de commodité, ou. suppose la direction y, c’est-à-dire la 
direction du demi-a.xe des ^ positives, fixée de telle sorte que le mouve- 
ment de rotation de x en y s’effectue dans le sens du mouvement de rotation 
de M en p, alors I expression («, p) ou («, p, z) étant réduite à l’unité, on aura 
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simplement 

<9' 


( 4 o ) 


[«,f; X,y] = sin(«,K). 


(juant à la valeur de la résultante [r, x,y], elle pourra être déduite de 

l’une quelconqne des formules (8) et (9) du § ill. En effet, soient 

' p. S 

les projections absolues des longueurs r, s sur le plan des deux angles (u, v), 
(x, y). Soient encore 

/, m, n 

trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d'in> 

/\ /V 

tcrsection des deux an5les (r, j), la secoode sur une perpendicu- 

laire menée à cette droite, dans le plan des deux angles {u,v), (x,y), et 
dirigée dans uu sens tel , que le mouvement de rotation de / en m soit de 
l’espèce du mouvement de rotation de x en jr; la troisième sur une per- 

pendiculaite mené< à la droite l, dans le plan de l'angle (r, r], et dirigée 
, dans un scdsr tel,<pic le mouvement de rotation de l en nsoit de l’espèce du 
mouvement dë on n. Enfin, soit T une longueur mesurée, à 

partir du pointât, stTr uftçpkrpendiculaire au plan de l'angle (r,s). On aura, 
en vertu de la foqiiuk (8) du $ III , 

îî» - ✓v /\ /V 

[r, X ; X , y] = (r, J , z) sin (/», ç) cos (/■, p) cos (x, ç) ; 

i ^ 

pufs, en supposant que, dans le plan des x, j, les mouvements de rotation 
de X en y et de u en u sont de même espèce , on aura encore, en vertu de la 
formule (9) du parajgraphe cité, 


(■>) 


[r, s; X , y] = sin (r,i) cos(m,n). 


Cela posé, si l'on substitue dans l'équation ( 4 ), avec la valeur de [u, v, x, y] 
tirée de la formule'(8), la valeur de [r, r; x,y] tirée de la formule (10), 
ou, avec la valeur de [u, u; x, y] tirée de la formule (9), la valeur de 
(r, s; X, y) tirée de la formule (i 1), on obtiendra l'une des équations 

irx; [r, s ; H , v’j = (r, s, z) (u , e, z) sin ip, ç) cos (^p) cos (sCs), 

/N 

(î 3 j 1^1-y; = siii(r,x) cos(m, «). 
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Il est bon d’observer que, si l’on désigne, comme plus haut , par la nota- 
tion [r,j] l’aire du parallélogramme que l’on peut construire sur les côtés r,s 
réduits l’un et l'autre à l’unité, la formule (i3) donnera 

( 1 4 ) . [r, r ; « , o) = [r, s] [u, v] cos{m'^n). 

Ajoutons que, dans la formule (ii), le produit 

sin (pr?) cos(r, p) cos(i, ç) 

représentera préciaénient la projection de la surface [r, r] sur le plan de la 
surface [m, e]. Cela posé, les propositions qui se dédnirqjit de la formule (i »), 
puis de la formule ( 1 3) ou ( 1 4) , et qu* seront analogues aux théorèmes a et 3 
du $ III , pourront évidemment s’énoncer dans les termes suivants : 
a' Théorème. Étant donnés, dans l’espace, deux angles 

(rTs), («rf)» 

si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

(tCw). ('■r*') , 

(«P''). 

que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante 

[r,j; 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que les 
mouvements de rotation de r en s, et de u en e, autour d'une droite perpendi- 
culaire au plan de l’un des angles (r, f), (w,t>), s’effectuerôni dans le même 
- sens ou en sens contraires. De plus , si dans les plans des deux angles 

(r^s), 

on construit deux parallélogrammes qui aient pour côtés les longueui-s r 
et s, ou U et O, réduites chacune à l’unité, la résultante [r, s ; u, o] aura pour 
valeur numérique le prod'qit de l'aire du premier parallélogramme par la 
projection de l’aire du second sur le plan du premier. 

3' Théorème. Les mômes choses étant posées que dans le a' théorème, la 
résultante [r, .s; u, o] aura encore pour valeur numérique le produit qu’on 

Ex i-Ax. eldxl’h. matk., T. IV. f58« li»r.) 6 
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obtient en tnuhipliaut les aires 


( 4 ^ ) 


[r,i], [tt, e| 

des deux paraltélograimnes ci-dessus toentionnés , p^r le cosinus de l'angle 
aigu que les plans de ces deux parallélograinrncs forment entre eux. 

11 ne sera pas inutile d’indiquer une forme digne de remarque , sous la- 
quelle on peut présenter la formule (i4)- Concevons que des deux angles 

ayant pour sommet commun le point O , on élève, à partir de ce point, deux 
perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons 


T, fV 

deux longueurs mesurées sur les directions de ces perpendiculaires, dans 
des sens déterminés. En considérant comme direct le mouvement de rotation 
de X en y autour de la direction z, on aura [voir la formule (8) du § UI] 

cos(m,n) = (r, J, 7T) cos(T^z). 

r • 

D’autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u en o autour de 
la direction z sont dirigés dans le même sens, comme le suppose la for- 
mule (i4), on aura encore 


et, par suite. 


(«,o,z) =.(x,y,z)= I, 


cos {m, «) = (r,s, T.){u,v, z) cos{ T, z\ 


En6otlesdirccti«ttS_z el tétant toutes deux, par hypothèse, perpendicu- 
laires au plan de iangle (u,o) ou (x,y), coïncideront ou seront opposées l’une 

à l'antre*, et i^par suite, le produit 

a- • 

(a, 0 , z) cos ( y, z) 

ne pourra être altéré par la substitution de fV à z, puisque cette substitu- 
tion, si elle modifie les deux fonctions ■ ^ -, 

(u,v,z), coa{T,z), ‘ 
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aura pour effet unique de changer le signe de chacun d'eux. Ott,aura donc 
(u, v,z) cos {T^z)=(u,^,Fr) COS 
et la valeur trouvée de cos {m,n) pourra s’écrire comme il suit : 

(15) coi{m,n) = {r,s, T){u,v,f-f']cos[TÇfV). '• 

Or, eu égard à cette dernière formule, 4'équation (i^ donnera 

(1 6 ) [r,-i ; U, v] = (r, s, T] («, v, fF) [r,i] [«, o] cos ( T^V). 

Ajoutons que chacune des formules (la), (i3), (i4),(»6) comprend évidem- 
ment, comme cas particulier, la formule ( 7 ). 

Si, à partir du sommet de l'angle (r,.t) ou mesurait, dans une direction 
quelconque, une longueur t, alors, en fai.sant coïncider u avec r, et oavec t , 
on tirerait de la formule (i 3) 

( 17 ) [r, j; r, <] = sin (r,f) sin (r, <) cos{m,n), 
et comme on aurait 

• cos (rP/*) = I , 

par conséquent, 

[r, j; r, t ] = cos (f, t) — cos (r,s) cos(r,<), 
la formule (i5) donnerait 

( 18 ) cos(spt) — cos(rPt) cos(rPe) = sin (rP») sin(iC<) cos(mPn). 

Mais alors aussi, m,n étant deux longueurs mesurées perpendiculairement 
à r, dans les plans des deux angles (r, f), (r,s), la première du cAté de t, la 

seconde du cété de s, l’angle plan (r,s) serait la mesure de l'angle dièdre 
adjacent à l'arête r, dans l'angle solide qui aurait pour arêtes r, s, t. Donc , 
en nommant a, b, c les trois angles plans 

(fP«), {Cr), (r,'r), 

. et a. S, 7 les angles dièdres opposés à ces angles plans dans l'angle solide 

-, 6 - 
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dont il s’agit, on verrait l'équation (i8) sc réduire à la formule 

cosfl — cos A cos c = sin 6 sin f cos a, 

que l'on peut considérer comme l'équation fondamentale de la trigonométrie 
sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve comprise, comme 
cas particulier, dans In formule (i3). 

•’ Considérons à présent, dans l’espace, deux systèmes d’axes dont chacun se 
compose de trois ajtes indéfiniment prolongés, à partir d‘un certain point O, 
dans des directions déteftninées. I^s longueurs 

r, s, t oii U, V, IV, 


mesurées, à partir du point O, dans ces mêmes directions, pourront être 
regardées comme les trois arêtes d’un angle solide, et les cosinus des neuf 
angles plans 




(r,'»'). 

{iCu), 

(M. 


(C“). 

(M. 

(t^w) 


que formeront les directions r, s-, t avec les directions u, v,w, seront les fac- 
teurs qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante , 

cos(r, u) nos (f, V) cos(<,w) — co$(r, m) cos(^,iv) cos(/»i^) 

4- cos(r,i^) cosKJjIv) cos(l, //) — cos(r, t») cos (,f, w) cos {< , iv) 

-t- cos(r,tv) cos(j, m) cos(t,’ v) — cos(r,tv) cos (.r, v) cos (/, u). 



Or cette résultante pourra être présentée sous une forme très-simple, si 
l’une des directions u,v,w est perpendiculaire à deux des directions r,s,t, 
en sorte qu'on ait , par exemple , 



En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura 


/s' 


cos (r,tv) = o, cos(j, (v) = o , 
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et, par suite, l'équation (19) donnera 

(ao) [r,j,/; «, VtW] = [f,s; cos(t7tv); 

puis, en désignant par 

r, W 

.deux longueurs mesurées , à partir da point O, sur des perpendiculaires aux 
plans des deux angles 

(rPi), 

on tirera de la formule (ao), jointe à lequalion (16), 

(a I ) [r,s,t-, U, V, iv] = (r, j, T ) (u, ♦», w) sin (r, s) sin cos {Cw) cos ( T^fV ). 

D'ailleurs, la direction w étant, par hypothèse, perpendiculaire, ainsi que T, 
aux dii'ections r et s, se confondra ou avec la direction T, ou avec la direc- 
tion opposée à T. 

Donc , si dans le produit , 

cos (<, tv) cos 

on échange entre elles les deux lettres w et T, cet échange laissera intacte 
la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne pourront subir d'autre 
modification qu'un changement de signe opéré simultanément dans l'un et 
dans l’autre. On a donc 

cos (l , arj cos( TyW)— cos (r, T) cos(h<, fV ) , 
et, par suite, la formule (ai) pourra s’écrire comme il suit ; 

( aa) [r, 5, / ; « , V, w] = (r, j, T") («, e, W )sin(r, #)sin (« , (■) cos(t ,”V) co.s ! ). 

Supposons maintenant, pour plus de commodité, la longueur T située, 
par rapport au plan de l'angle {r,f), du même côté que la longueur /, et la 

longueur fV située, par rapport au plan de l'angle («,^), du mêiiie côte 
que la longueur w. Alors non-seulement on aura 

(/', s,T) = (r, J, f) , (u , c, W) — {u, V , w) ; 

mais de plus, en désignant, comme on l'a déjà fait, par |r,f, t] la valeur du 
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paiallélipipede qui aurait |>onr arêtes les longueurs r,s,t réduites chacune à 
l'unité, on aura, en vertu de la formule (ai) du § lll , 

/\ Ak /\ 

|r, n = sin(r,jr) cos (/, T’), [«, i;, = sin(u, t^) cos (t», fV). 

Donc la formule (aa) donnera 

(a3) n,e,iv] — (r,J,t)(«,o,iv)fr,j,t]lM,e,vv]. 

On doit observer qu'en vertu de la formule (5) du § I”, jointe à la for- 
mule (6) du § Il , l'équation (a3) ne stîra point altérée, si l’on y échange sé- 
parément ou simultanément, d'une part, r avec r ou /, d'autre part, iv avec u 
oH V. Donc l'équation (a3) se vérifiera, non-seulement quand tv sera perpen- 
diculaire à r et s, mais encore quand l'une quelconque des trois directions 

U, i>, w 

sera perpendiculaire à deux quelconques des trois directions 

r, s, t. 

Il y a plus : on peut affirmer qu’elle subsistera généralement , quelles que 
soient les directions 

r,s,ii 

C'est, du moins, ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. 

Rapportons la position d'nn point quelconque, dans l'espace, a trois axes 
rectangulaires des x, jr, z qui passent par l'origine commune O des six 
longueurs 

/ r,s,t , u,o, tv; 

et nommons 

X, y, Z 

trois autres longueurs mesurées , à partir du point O , sur ces trois axes 
indéfiniment prolongés du c6té des coordonnées positives. Chacun des neuf 
cosinus renfermes dans le tableau 

✓\ /\ /N 

COS (r, m) , cos (r, t») , cos (r, tv), 
cos (s, u ) , cos , V) , cos (f, tv) , 

• cos(/,w), cos(/,v)* cos(/,fv), 
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sera déterminé par une équation de la forme 

(a4) cos(r, u) = cos (r, x) co$(u, x) -t- cos(r, y) co&{u^y) -h cos (r, z) cos (j, z) ; 

et, cous<^^quemuieiit, pour obtenir chacun de ces quatre cosinns, il siiffir:i 
d'ajouter entre eux les trois termes renfermés dans imc même lifjne 
horizontale du tableau 

‘s 

cos(/-,x), cosjr.yj, cos(r,*), . 

✓V /\ ^ * 

cos(t,x), cos(i,y), cos(j,z), 

/s A A 

cos(<,x), cos(f,y), cos(r,z), 

après les avoir respectivement mnitipliés par les termes correspondants île 
l'une des lignes horizontales du tableau 

«« A A A * 

COs(u,x), C08(u,y), C08(u,z), 

• A A A 

cos(p, x), cos(p, y), cos(v, z)> 
cos(u’,x), • cos(tv,y), cos(tv,z). 

Cela jM)sé, en ayant égard au tbéorcmo général sur les produits des résul- 
tantes [voirie deuxieme volume, page 167), et en appliquant ce théorème 
aux neuf équations semblables entre elles qui seront de la forme de l'équa- 
tion (a4)i on trouvera * ■ • 

(a'i) |r,r,<; «, v, w] = [r, j, <; x, y, zf|« , v, ivf ■ x, y, zj. 

Or, à l’aide de l'équation (a5), que l’on peut aussi présenter sons la fomio 


(»6)' 


I , 1 [r, ‘t "i I») 

[r,jr, t; x, y, z] = j 

I ’ ’ ’ '>’> (u,i>, <e; x.y.l) 


OU étendra facilement la' foruiulc (a.1) à tous les cas possibles. Du effet , un 
pourra d'abord, eu particularisant les directions u, v,w, tirer de l'équa- 
tion (a6) la valeur de [r, 5, t; x , y, z]. Si , pour fixer les idées, on suppose la 
dircctron i<r perpendiculaire aux deux directions r, s, et la direction v 
perpendiculaire aux deux directions x, y, on tirera de la formule (a3), déjà 
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. df’montri^e dans le cas où w est perpendiculaire à. r et à s „ 

(r,^, t-, U, V, »v] = (r, J, t) (a, v,tv) [r, J, <] [u, v, tv]; 
et,, eu éjjard aux conditions 

(x,y,x)=i, {.x,y, z]=i, 

on trouvera de même , puisque v est supposé perpendiculaire à x et à y, 

[u,v,w, X, y, z] H* 

puis, on substituant les valeurs ici trouvées de 

[r, f, <; u,v,w], [u,v,w, x , y, z] 

dans le second membre de la formule (36), on obtiendra l'équation 

(37) X, y,z] = (r,j,r)[r, J,/], 

que l'on pourrait, au reste, comme on l'a vu dans le $ III, établir directe- 
ment. Enfin, si l'on substitue, dans le second membre de l'équation (iS), la 
valeur précédente de [r,f, <; x,y, z], et la valeur semblable de[M,v,sv; x, y,z], 
qui sera encore donnée par la formule * 

l«, V, w; X , y, z] = («, V, tv) [w , O , iv], 

quelle que soit la direction attribuée à i>, on sera immédiatement ramené à 
l'équation (aS), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient les directions 

u,v,w. 

Il est bon d'observer que le produit 

(r,r, t){u,v, iv), 

reiiferuiê dans le second membre de la formule (aS), se réduit à -t- 1 ou à — 1, 
'selon que les mouvemenis de rotation de r en r autour de t, et de « en v 
autour de iv, s’effectuent dans le même sons ou en sens contraires. Quant aux 
facteurs 

[r, *,/][«, u, H'], 

ils reprrisenli nl précisément li-s valeurs des deux parallélipipedes que l’on 
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peut construire, d'une part, sur les trois arêtes 


d'autre part, sur les trois arêtes 


r, s, / ; 


U, V, w, 


en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 

Gela posé, la formule (a3) entraînera évidemment la proposition suivante; 
4' Théorème. Étant donnés dans l'espace deux angles solides qui*offrent 
le même sommet O, et qui ont pour arêtes, le premier les longueurs 

r, s, t, 

le second les longueurs 
' 

shl'on détermine les cosinus des neuf angles 

(mv), 

(«r«), iCv), 


que formeront les arêtes 
avec les arêtes 
la résultante 


r, s, t 


[r,.f, t; «, V, tv], 


construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotatinn de r en .r autour de t, et de u en v autour de w, 
s'effectueront dans le même sens ou en sens contraires ; et cette résultante 
aura pour valeur numérique le produit des valeurs des deux parallélipipède* 
que l’on peut former, d'une part, sur les arêtes r, s, d'autre part , sur les 
arêtes u, v, iv, en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 

Si les arêtes * _ • , 

u, V, w ■ . , . ■ . 

du second angle solide se réduisent à des longueurs < , . . 

• £i, aa* riWc PS HUIS.. T. IV. fss* Utt.) 7 
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mpsurées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles 

* /V A /V 

is,t), (t,r), (r,s), 

les cosinus des neuf angles formés par les arêtes du [>remier angle solide avec 
les^arétes du second seront les divers termes du tableau 

^ cos(rr/î), O, O, 

O, cos(j,5), O, . . 

/s , • 

U O, O, cos{/, 7’); 

et, par suite, la résultante * ' 

[r, J,/; R, S, T\ 

sera réduite à son premier terme 

A /S A 

. COS (r, K) cos (x, S) cos (< , 'T), 

Donc alors la formule (a3) donnera 

(a8) cos {r,R) cos {s, S), cos(t, T) = (r,s,t) (R,S, T) [r,f,< ][/f,5, 7 |. 

Si , pour plus de commodité , on suppose les trois longueurs 

R, S, T ' " 

dirigées de manière à former, avec les longueurs correspondantes , , 

Sf t J 

trois angles aigus , ' 

('■>). ( 1 ,"^'), (<>), 

ou , en d’autres termes, si les longueurs 

R, S, r ' 

^ « 

se mesurent à partir de l’origine commuue des longueurs 
. • r, s, t, 

la’première du même côté que r par rapport au plan de l'angle (r, <),' la 
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seconde du même cMé que j par rapport au plan de l’angle {t,r), la troi- 
sième du même côté que t par rapport au plan de l’angle (r, s)^ alors, 

. . {r,s,t}, {R, S, T) • 

étant deux quantités de même signe, on aura ■■ ' 

et l’équation (a 8 ), réduite à la forme 

(ay) cos(r, fl) cos {s. S) cos(t, 7’) = [r, / j [fl, A', 7'| 

coïncidera précisément avec la furnuile(i 7 ) de la page 3a3 du troisième volume. 

En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des théo- 
rèmes I, a et 3, la valeur de lu résultante 

[r,s; K,r-] 

dépend uniquement des den.x an(;lcs (r, r), (m, vj , de l’inclinaison mutuelle 
de leurs plans, et du sens suivant lequel s'effectue, dans chacun de ces plans, 
le mouvement de rotation de r en s, ou de u en o. Pareillement, il suit du 
4 * théorème , que la valeur de la résultante 

[r,^, <; «,u,iv] 

dépend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour arêtes, 
d'une part, les trois longueurs r, s, tj d’autre part, les trois longueurs 
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en s autour de t, et de w en v autour de w. En conséquence, on pen't énoncer 
la proposition suivante : 

S' Théorème. Les longueurs 

r, J, <; U, U, IV 

étant mesurées à partir d’une meme origine O , dans des directions quelcon- 
ques, on n’altérera point la valeur de la’résqltante ^ . . 

* . ‘ . 

[r,i; «,ê] 

en faisant tourner autour du point O chacun des angles 

. . . 7 - 
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supposé cFailleiirs invariable dans le plan qui le renferme, ni la valeur de la 
résultante 

«,i-, w'j, 

en faisant tourner autour du point O , sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d'une part, les longueurs r ,v, t, et, d’autre part, 
les longueurs u, u, iv. 

^ V. Sur les résultantes formées avec les coordonnées rectangulaires ou obliques de deux ou 
av trois points. 

Supposons la position d'un point quelconque 1’ rapportée dans l'espace à 
trois axes coordonnés des x, jr,z\ et nommons 


3t. y. 2 


trois longueurs mesurées, à partir de l'origine O des coordonnées, sur ces demi- 
axes, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Soit, d’ail- 
leurs, r la distance de l’origine au point P, dont les coordonnées sont x, 
jr,z. Si ces coordonnées sc rapportent à des axes rectangulaires, elles se- 
ront précisément les projections algébriques et orthogonales du rayon r .sur 
les directions x, y, z. Elles seront donc liées à r [voir le troisième volume, 
page i44] pttr formules 

• A A A 

X = r cos (r, x) , J = r cos i r, y), z = ;■ cos (;■, z... 

Soient maintenant 

r, s, l 

trois rayons vecteurs menés de l’origine O à trois points divers P, P', 1*"; et, 
pour mieux reconnaître les coordonnées de chacun de ces points, désignons- 
les à l'aide de la lettre r, ou s, ont, placée comme indice au bas de la lettre x, 
ou Z, en sorte qucx,,_^,, désignent spécialement les trois coordonnées 
de l'extrémité du rayon r. Les extrémités des trois rayons 

r, s, t 

auront pour coordonnées les neuf quantités 

. • 

fi, a,. 
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respectivement équivalentes aux neuf pruduils 

A /N A 

r cos (r, x) , r cos (;•, y) , /• cos (r, z) ; 

A A A 

(a) ^ sco${Syx)y xcos(j, y), s cos(SyZ); 

< cos(<,x), t cos(/,y), t cos(i,z). 

D'ailleurs, ces produits se réduiront aux cosiuus 

Î /s /\ /s * 

cos (r, x) , cos (r, y) , eus (r, z) , 

/\ /\ /s 

cos(j, x), cos(j,y), cos(f,z), 

/s /\ /\ 

cos(t,x), cos(/,y), cos(<,z), 

si les longueurs 

r, s, t 

se réduisent toutes à l'unité. Donc alors la résultante à deux dimensions 


(.'l) y. - X, y, 

formée avec celles des coordonnées de P et de P', c|ui se mesurent sur les 
axes des x et y, et la résultante à trois dimensions 

(5) x.y^z, — X, y,z,-¥ x,y,z, — x,y,z, x,y,z, — x,y,z,. 


formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P", se réduiront 
aux deux résultantes ipie , dans les paragraphes précédents, nous avons re- 
présentées par les notations 

[r, / i X , y, z|- 

Mais , si du cas particulier où l’on suppose les trois longueurs r, s, t rr-duites 
à l'unité, ou veut revenir au cas général où ces longueurs offrent des valeur.s 
quelconques, il suffira de substituer le tableau (3) au tableau lu); il suffira 
doue de faire varier chaque terme de la résultante (,'|) ou (5), et , par con- 
séquent, cette résultante clle-inéme, dans un rapport équivalent au pro- 
duit r.r ou rat. On aura donc, dans le cas général, 

( 6 ) x^y,- x,yr- rs[r,3-, %,y\, 


et 

(7) 


I Xry.z, 


XrXl ï, -1- x,y,z; — X.yrZ, 
= t; x,y,7]. 


x.y.z, — x,y,Zr 
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li ne reste pins qu'ii suhslitiier, dans ees demieres formules, les valeurs de 
[r, x; X, y] et de [r, j, t; x,v, z] obtenues dans le § III. 

Supposons d’abord les deux points P, P' situés dans le plan des x,j. 
Alors, de réqualion (6), jointe à la formule (3) du § III, on tirera 

(8,1 . Xrj, — X, jTr = (r, s) rs [c, s].- 

% • / 

D'ailleurs,. comme on l'a vu ,§ 1), le produit 

rs [c, j] 

représente précisément l’aire du parallélogramme qui a pour côtes les rayons 
vecteurs r, s. Donc la formtde f8) entraînera le théorème suivant : 

i" Théorème. Les positions des divers points d’nn plan étant rapportées à 
deux axes rectangulaires de x et y, si l’on désigne par r, s les rayons vec- 
teiii'S menés de l’origine O des coordonnées à deux points quelconques d’un 
plan , et par 

Xr, 

•r,, y, 

les quatre l'oordonnécs de ces deux points, la résultante 

Xr.y, - X,JTr, 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative, suivant que 
le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétrograde, et cette ré- 
sultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogramme coustruit sur 
les rayons vecteurs r, s. 

Supposons maintenant les points P, P' situés hors du plan des x, y. Alors, 
eu désignant par o, ; les projections absolues des longueurs r, x sur le plan 
des X, y, on aura 

P = r cos (r7p) , ç = X cos (x^j) , 
et Ion tirera ilc l’équation (6), jointe à la formule (6 du $ 111, 

, /N /\ /^ 

x^y, — x,yr = ip.ç)txcos(r,pjcos(x,ç)sin(p,ç); 
par eorséquent , 

• (9l = (p,?)/>çsin(p'7ç). 

Ile |dus, comme en désignant toujours par z imc longueur mesurée à partir 
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de r 'origine sur le deini-axc des z positives, supposé perpendiculaire au plan 
des X, y, on aura (w/r la formule (7) du § ili j 

(P.«) = 


l'équatioD (9) pourra s’écrire comme il suit : 

fio) X,y,— XjjTr = (r,s,/)f>i siu(p,;). 

D'ailleurs, en nommant 
• l, m, n 

trois longneui's mesurées à partir de l’origine O, la première sur la droite 
d’intersection du plan OPP' et du plan des x, y, les deux dernières sui- 
des perpendiculaires élevées à ces mêmes droites dans ces mêmes plans, et, 
en supposant ces perpendiculaires dirigées chacune dans un sens tel que le 
mouvement de rotation de / en m soit de l’espèce du mouvement de rota- 
tion de X en y, et le mouvement de rotation de / en m de l'espèce du mou- 
vement de rotation de / eu n, on tirera de l'équation (6), jointe à la for- 
mule (10) du § III, • 

(11) J , y, — x,ÿ,= rs [r, j] cos {m%). 

Bnfiu, si l'on nomme 

T 

une longueur mesurée à partir de l’origine O snr une perpendiculaire au 
plan de l’angle on aura, en vertu de réqiiation (1 ij du §111, 

cos (m, «) = (r, s, T ) cos ( T^i) ; 

et , par suite, la formule (1 1) pourra s’écrire comme il suit : 

(n) Xry, x,yr = (r, s, T) rs[r, s] cos ( 7 ] z): 

Or les formules (10) et (ta) entraîneront évidemment les propositions 
Miivantes : 

î' Théorème. La position d’uii point dans l’espace étant rapportée a trois 
axes rectatigiilaires des x, y, z, si l’on désigne par 


les rayons vecteurs menés de l'origine O des coordonnées à deux points- 


1 
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(quelconques P, P', et par 

•T,, J-r, 

celles (les coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axés des x 
et y, la résultante 

Xrjr, — X.fr, 

formée avec ces quatre coordounées, sera positive ou néjjative suivant que 
le mouvement de rotation de r en J autour du demi-axe des z positives sera 
direct ou rétro(jrade; et cette résultante aura pour valeur numérique l’aire 
du [>arallélo;>ratnme construit dans le plan des sur les projections des 
rayons vecleui’s r et s. 

3' Théorème. f,cs mêmes choses étant posées que dans le a' théorème, la 
résultante 

^rjr,— r,jr 

aura encore pour valeur numérique le produit que l'on ohlicnt en multi- 
pliant l'aire du |>arallélogramme construit sur les rayons vecteurs r,s , par le 

cosinii> de l'augle aigu qui mesure l'inclinaison du plan de l'angle (r, j) sur le 
plan des X, y. 

Aota. I.es valeurs numériques que les a* et 3' théorèmes assignent à la 
valeur numérique de la résultante :r^y, — x.y^ devant être égales entre 
elles, il suit de ces théorèmes que l'inclinaison mutuelle du plan de 
l'angle (r, j) et du plan des jt, y, offre un cosinus équivalent au rapport (pii 
existe entre les aires des deux parallélogrammes, ou même des deux trian- 
gles, dont les côtés sont, d'une part, les deux rayons vecteurs r,s, et, 
d'autre part, les projections p, ç de ces rayons sur le plan des cc,y. On se 
trouve ainsi ramené de nouveau à la proposition énoncée vers la fin du fj I. 

Passons maintenant à l'éiquation ( 7 ). On tirera de cette équation, jointe à la 
formule (ao) du § lll, ' 

x^y.z, - x^y,z, + .r,y,Zr — x.frZ, -+- x,y,z, - x,y,z, 

— (r, ,t, t) rst [r, s, t j. 

D ailleurs, comme ou l'a vu dans le § I, le produit 

représente précisément le volume du parallélipipcde qui a pour côtés r,s,t. 
Uonc la formule (i3) entraîne la proposition suivante : 
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Théorème. Ui position d'iiu point clans l’espace étant rapportée à (roi» 
axes rectangulaires des x, jr, z, si l'on désigne par 

r, .t, t 

à 

les rayons vecteurs menés de rorigiiic des coordodhées à trois points quel- 
conques P, P', P", et par • 


Jr 
x,, J, 
J, 


^ri 

2.i 






les neuf coordonnées de ces trois points , la résultante . Jr 

— J^rJlZ, -h ^tji^r ~ X,JrZ, + .T, J, Z, — X,J,Z,, 

formée avec ces coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de r en s' autour de t sera direct ou rétrograde, et 
cette résultante aura pour valeur numérique l’aire du parallélipipede con- 
struit sur les rayons vecteur» /•, s,t. . ' 

Les divers résultats que nous venons d’obtenir étaient déjà connus. Mais 
l'adoption de signes propres à indiquer le sens des mouveinents de rotation, 
et l'introduction de ces signes dans le calcul, ont donne aux formules une 
clarté, une précision noiivellcs, et fait disparaître les doubles si|pics dont la 
détermination dépendait de certaines conditions que l'on était obligé de 
mentionucr dans le discours et d'énoncer à part. 

Concevons , à présent, que les axes coordonnés des x, j, z, cessant d'être 
rectangulaires, sc coupent sous des ailles quelconques, et nommons 

X, Y, Z . .. V 

* 

(rois longueurs mcsurt'cs à partir de l'origine O des coordonuec.» , sur trois 
droites respectivement perpendiculaires aux trois plans des j, î, des z, x 
et des X , J. Aloi's les coordonnées x , z, d'un point quclcqoquc P sc 
trouveront liées au rayon vecteur/', mené de l'origincà ce point [vo//' le troi- 
sième volume, page i43], par les formules 

/ cosfe, X) ^ cos(r, Y) cos(r,Z) 

(i4) x = r J = r — é - ;^ , z = r — '-V- 

cos(x, X) J. co»(y, Y), cos(i,Z) 

Si d'ailleurs ou représente, comme nous l'avons fait ci-dessus, par 

r, s, t 

tir. J'Ajt. et tir Pk. mtlik., T. IV. (50* lîvr.) ^ 
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trois rayons vecteurs ineDés de l’origine O à trois points divers P, P', P; et 
si, pour mieux rccounaitrc les coordonnées de ces points, on les désigne 
encore à l’aide de la lettre r, ou s, ou t, placée comme indice an bas de la 
lettre ,r, ou j', ou z, Ics.extrémitcs des trois rayons 

r, s, t 

auront toujours pour coordonnées les neuf quantités 


Mais ces neuf quantités , au lieu d’élre respecCivcineut équivalentes aux 
termes du tableau (a), sc trouveront repi'ésentées par les neuf produite 

/\ /N 

_cos{r, T) _cos(/*, Z) 

f A "■* ^ A 

COS (y, Y) co« (ï, Z) 

A * A 

COS (^ , Y ) cos , Z ) 

^ ■ A *’ ^ ■ “ A 

cos(Y| y) cos(z, Z) 

cos.f, Y) cos(f, Z) 

t ^ , t 

cos(y, Y) fos(»,Z) 

Cela posé, cherchons d’ahord la valeur de la résultante 


(i5) 


cosfr, X) 
cos(x,X) 

A 

COS (^ , X ) 

f ^ » 

cos (x, X) 

cos|4^) 
cos (x, X ) 


composée avec les quatre quantités 

i jc,, X,; 

Jr, r.; 

ou , ce qui revient au même , avec les quatre termes du tableau 

, cotfr, X ) 


('?) 


l ^ co»(r,X) 
J co»(»,X) 

j , cos(r,'\) 


/■ 


cos(y,Y) 

^ cos(s,^Y) 

ro$(v/r) 
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(|uc renferme cette résultante, proviendra de la niultiplicalion de deux termes 
pris à la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les deux colonnes 
verticales du tableau (i6 ) ou (17). Mais, d’une part , deux termes situés dans 
une même colonne horizontale du tableau (17) offrent un facteur commun, 
savoir, le facteur r pour la première colonne horizontale, le facteur s pour la 
seconde ; et, d'autre part .deux ternies situés daus une même culoiinc verticale 

✓N 

du tableau (17) offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos(x.X) 
pour la première colonne verticale, et le diviseur cos(y^) pour la se- 
conde. Donc les valeurs qu'on obtiendra pour les deux produits 


en substituant le tableau (17) au tableau (16), auront pour facteur commun le 

, 'S >s 

produit rs , pour diviseur commun le produit cos (x, X) cos (y, Y ) ; et, pour 
obtenir la valeur de la résultante 

XrJ.—X.JTr, 

il suffira de multiplier la résultante formée avec les quatre termes du tableau 

{■ 8 ) 


cos(r,X), cos(r,Y), 

A /S 

cos(i,X), cos(f, Y), 


c’est-à-dire l’expression 
par le rapport 

on aura donc 


(r,s; X,Y] 


co*(x7x) co«( 7 ^) 


(>9) - ^.JTr = -/V— — X. ÏJ- 

co«(x,X)c<»(y,T) 

Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante 

XrJ.h — Xrjr.z, -i- x,jr,z, — x.jr^z, -H — x, 

8 . 
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ilsuffini de miilliplier la résullante formée avec les divei-s termes du tableau 

i /\ /\ /\ 

COS (/', X), cos(r, Y), cos(r,Z); 
cos (f , X ) , cos (j, Y ) , cos ) ; 
cos(i,X), cos((,Y), cos(<,Z); 
c'esl-à-dire l’expression 

[ r, X, / ; X , ^ , Z ] 

par le rapport 


/s 7T~ > 

ros(x , X)eos(y, T)cosfx,Z) 


on aura donc encore 


(ai) 


) 
( 


jr,z, — Xrf,Z, ■+■ X,y,Z, — X,jr,Z, — X,J,Z, 


rst 

cos (x , X ) cos (y, T) CO» (i, Z) 


[r,s,<; X,Y,Z]. 


Ce u’esi pas tout. Comme X sera perpendiculaire à y et z , Y à z et x , Z à x 
et Y, les cosinus des neuf anp,les 

(x^X), (x^Y), (z,Z), 
lîCx), (y?Y), (yP^), 

(z7x), (z'^Y), (z7z) 

s'évanouiront lous, à l'exception de 

A A A 

• cos(x,X), co8(y,Y'), cosf^z,/). 

Donc, par suite, chacune de» résultantes 

[x, y; X,Vj, [x,y,zi X,Y,Z] 

se réduira simplement à son premier terme, en sorte qu’on aura 

« 

A A 

[x,y; X, Y] = cos(x,X) cu»(y, Y), 

[x, y, z; X, Y, Z] = cos (x^X) cos (y^Y) cos (z^Z)", 
et les formules (tg), (ai) pourront s'écrire comme il suit : 


(aa) 


Xrjr> — = 


[r,sj X, Y] 

[*,y;X.ïr 
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( Xrf,Z, — X,J-,Z,+ X,J,Zr—X,J,Z,-,-X,Xr^,-X,jr,Z, 

(a3) j ^ X,Y,Z 1 

ê 

Il ne reste plus qu’à substituer, ilans ces dernières t'orniules, les valeurs des 
résultantes comprises dans les seconds membres. 

Or, supposons , en premier lieu, les deux points P, P' situés dans le plan 
des x,y. -àlors l’équation ( 7 ) du § IV, jointe à la formule x, y ; = i, donnera 

[r,s-, X,Y] = (r,.v)(.\,V)[,-,s][X,Y|, 

[x,y;X,Y]= (X,Y)[x,yJ[X,YJ. 


On aura donc 


[<■,<; X, Y] 

Ix.y: x,Yl 


Ir 


Donc alors l'équation (aa) donnera 

(a4) - X.Jr = ■ r,S) -j^— P 

et l'on pourra énoncer le théorème snivani : 

5' Théorème. Les positions (les divers points d’nn plan étant rapporté(?s 
a deux axes rectangulaires ou obli(|ues des x et jr, si l’on désigne par x et y 
deux longueurs mesurées, à partir de l’origine O des coordonnées , sur ce.s 
axes prolongés du côté des coordonnées positives, par 

r, .r 

I 

les rayons vecteurs menés de la nicme origine à deux points P, P' du plan 
donné, .et par 

/r. 

J. 

les quatre coordonnée» de ces deux points, la résultante *- 

XrJj — -r, y r-, 


formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r et j sera direct ou rétrograde; et cette résul- 
tante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre l'aire du 
parallélogramme construit sur les côtés r, s, et l’aire du losauge que I on 
peut construire sur les côtés x , y, réduits l’un et l’autre à l’unité. 
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Supposons, maintenant, les points P, P' situés hors des plaus des x, r- 
Alors, en nommant T" une longueur mesurée, à partir de l’origine O, sur 

une perpendiculaire au plan de l’angle (r, j), et remplaçant u, v, /^parX, Y, z 
dans l’équation (t6) du § IV, on tirera de cette équation 

[r,s; X,Y] = (r,f, 7’) (X , Y, z) [r, i) [X , Y] cos ( T^fz) ; 

puis, en remplaçant r, s, T par x, v, /, on trouvera 

[x,y; X, Y] = (x, y, Z) (X, Y, z) [x, y)[X, Y] cos(Z,'^z). 

On aura donc, par suite, 

[r,sj X,Y] _ (r, s, T) [-r, t] 

[x,y; X,Y] (*. ?. Z) [*.y] cos 

et l’équation (aa) donnera 

(> 5 ) x.f. 

Si, pour plus de commodité, on suppose la longueur Z mesurée du meme 
côté que la longueur z, c’est-à-dire du côté des z positives, le cosiuiis de 

l'angle (Z, z) offrira une valeur positive, égale au sinus de l'inclinaison de 
l’axe des z sur le plan des x , jr-, et, comme on aura 


(x,y, Z) = (x,y, z)= i. 


on trouvera simplement 
(a6) 


„ y - (r s 

^rj'i ^‘Jr — e » ^ r, _l A 

’ i*»yi cos(z,i) 

Enfin, si la longueur 7’^est mesurée elle-même du côté des z positives, 
l'angle ( T, z) sera l’angle aigu qui mesurera l’inclinaison du plan de 
l’angle {r,s) sur le plan des x, j \ et, comme alors on aura 

(r,r, r) = (r, f, z), 

la formule (ci6) pourra être réduite à l'équation 

/ ■ \ "fr, <1 cos ( T,z) 

(» 7 ) ■^rjr,- x,y, = {r,s,z)-r ^ — 

l*>yj cos(Z,z) 

de laquelle on déduira immédiatement la projsosition suivante : 
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6' Théorème. La position d’un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires ou obliques des x, jr. z, si l’on désigne par x, y, /. trois 
longueurs mesurées à partir de l’origine O des coordonnées, sur ces axes, 
indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives, puis par 

r, s 

les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points quelconques I*, P', 
et par 

•l’r, Jr, 

jr„ 

celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des.r 
et jr, la résultante 

lorniée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r en s autour de la direction /, sera direct ou 
rélrt^rade; et cette r»'*sultantc aura pour valeur numérique le produit de 
deux facteurs respectivement égaux , le premier au rapport qui existe entre 
laire du parallélogramme construit sur les côtés r, s, et l’aire du losange 
que l'on peut construire sur les côtés x, y, réduits à l’nnité;lc second au i-ap- 
port qui existe entre le cosinus de l’inclinaison dn plan de l’angle (r,r) sur 
le plan des x , y, et le sinus de l’inclinaison de l’axe des z sur le même 
plan. 

Considérons, enfin , trois points P, P', P” situés dans l’espace , aux extré- 
mités des rayons vecteurs r,s,t, et supposons la position de chaque point 
rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques des x, j, i. La résultante, 
formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P", sera déterminée 
par la formule (a3). fl’ailleiirs , l’équation (a3) du § IV, jointe a la formidc 
IX , y, z) = I , donnera 

X, Y, Z] = (r, J, f)(X, Y, Z) [r,i, <][X, Y, ZJ 
[x,y,z; X, Y, Z] = (X, Y, Z) (x, y,z] fX, Y, Z]. 


t)n aura donc 

[r, <1 « ; X , ï, Z] , , [r, <> r j 

X,Y,Z]- V.-. 


Donc l'équation (a3) donnera 

et l’on pourra énoncer le théorème suivant 



= p ,<,0 


[».y. '1 ’ 
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Théorème. La piisition d'un point dans l'espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires ou obliques des x, a, si l’on désigne par 

X, y- ^ 

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine O des coordonnées, sur ces 
trois axes indétininient prolongés du côté des x,y., z positives, puis par 

r, s , t 

les rayons vecteurs menés de l’origine a trois points (|uelcouqucs, et par 

Jr- ïr. 

J'., J,, 

* 

^.1 JTt, Z, 

les neiil coordonnées de ces trois points, la résultante 

X, j,z, - + x,y,z, — x,y^z, + x,j, z, — x,j,2,, 

t'orméi* avec ces neuf coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de c et .« autour de t sera direct ou rétroj;radc; et 
cette résultante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre le 
volume du parallélipipède construit sur les arêtes c, J, t, et le volume du 
parallélipiprde que I on peut eon.struire sur les arêtes x , y, z, réduites chacune 
à runilé. 

Il est 1)011 d olrserver que les théorèmes 5 , 6 et 7, relatifs à des coordon- 
nées obii(|iies, peuvent être immédiatement déduits des théorèmes 1, 2, 
3 , 4 i relatifs à des coordonnées rectangulaires. En effet, les trois équations 
i]ui servent à transformel- des euordoimécs obliques en coordonnées rectan- 
gulaires, étant du premier degré, il suit du théorème sur les produits de 
résultantes, déjà meutionné, que la nVuiltantc formée avec les coordonnées 
de trois points choisis arbitrairement dans l'espace obtiendra successive- 
ment deux valeurs qui seront entre elles dans un rapport constant, c’est-à- 
dire iudépendaut des positions de ces mêmes points, si, l'origine des coor- 
données restant immobile, ou rafiporlc la position d’un point quelconque, 
d'abord à des coordonnées rectangulaires, puis à des coordonnées obliques. 
Ajoutons que ce principe ne cessera pas d’ètrc exact, si, en faisant abstrac- 
tion des coordonnées parallèles à l’un des axes, par exemple à l'axe des z, 
on considéré la résultante formée, non plus avec les neuf coordonnées de trois 


Digitized by Google 



( 65 ) 


points choisis arbitraireracnt dans l'espace, mais avec les quatre coordon- 
nées de deux points, pourvu qu’eu passaut des coordonnées obliques aux 
coordonnées rectangulaires, on ne déplace pas l'axe des z. En effet, il suit 
de la formule (i 3 ), de la page i/J 4 Ju troisième volume, que dans le cas où 
l'on passe d'un premier système de coordonnées rectilignes à nu second 
système, sans déplacer l’un des axes , les coordonnées mesurées parallèlement 
aux deux autres axes entrent seules dans deux des équations linéaires à l'aide 
desquelles la transformation s’effectue ; et l’on peut appliquer séparément 
aux quatre coordonnées que ces deux équations servent à transformer, le 
théorème sur les produits de résultantes. 

Gela posé , le rapport 


i.»9) 


{r,s]rs[r,s] ' 


qui, eu vertu de la formule ( 8 ), se réduit à l’unité, pour deux points situés 
dans le plan des coordonnées x et j-, quand ces coordonnées sont rectan- 
gulàires, pourra différer de l’unité, mais devra obtenir une valeur con- 
stante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions attribuées dans 
le plan donné aux rayons vecteurs r et s, si les coordonnées deviennent 
obliques. Or, si l’on fait coïncider en direction r et j avec des longueurs x 
et y, mesurées à partir de l’origine sur les demi-axes des x et jr positives, on 
aura 

Xr = r, jr = O, 

= J. = s, 

(r,s) = (x,y)= 1, [/-,j] = [x,y]. 

Donc alors le rapport (39) se trouvera réduit à 

t 

I 

[x.y]’ 


et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l’équation 
générale 

( 3 o) = f-^i’ 

qui s’accorde , comme on devait s’y attendre, avec la formule (34). 

Pareillement, si, les directions r, s n’étant plus renfermées dans le plan 
des X, jr, on nomme 

Z. Z, T 

d'Àn. ri 4c Pkfi. T. VI. (58* 9 
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trois lougueurs mesurées, à partir de l'origine, la première sur un axe des 2 , 
perpendiculaire ou méipe oblique au plan des jt, y, les deux dernicres 

sur des perpendiculaires au plan des x, y et au plan de l'angle (r,s), le 
rapport 

x,x, — z,y, ^ 

(r,j, 7’)«(»^,i]<X)s(^») 

qui, en vertu de la formule (la), se ré<luisait à l'nuité, quand les coordon- 
nées étaient rectangulaires, pourra différer de l’unité, mais devra obtenir 
une valeur constante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions 
attribuées aux rayons vecteurs r et f. Or, si l’on fait coïncider, en direction , 
r et i avec les longueurs x, y mesurées, à partir de l’origine, sur les deux axes 
des X et y positives , on pourra supposer que T coïncide lui-même avec Z , 
et l'on aura 

X, = r, /■, = o, 

•r. = O, y, = s, 
x^y. — x,yr= rs, 

* (f,s, T) = [r,j]=(x,y), (7^2) = (Z, z). 

Donc alors le rapport (ag) se trouvera réduit à 


(n,Z)[x,y]cos(Z, i) •' 

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équalioii 
générale 

(r,f,T)rt[r,s\cm(^z) ‘f*' i>, », Z) [x , y ] ros (zf*! 

" si» 

qui s’accorde, comme on devait s’y attendre, avec la foriiiule (a5). Ajoutons 
que la formule (3a) comprend évidemment, comme cas particulier, la for- 
mule (3o). 

Enfin , le rapport ' 


(33) 


Z, y lit — x,x,a,-i-x, Xti, — x,Xr*i + z, y,z, — x,x,z, 
{r,t,t)nl[r,s,t] 


qui , en vertu de la formule (i3) , se réduit à l’unité, quand les coordonnées 
sont rectangulaires, pourra différer de l’unité, mais devra encore obtenir 
une valeur constante, c’est-à-dire indépendante des directions r,s, t, si 
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les coordonnées deviennent obliques. Or, si l’on fait coïncider en direc- 
tion r, s, t avec des longueurs x , y, z, mesurées à partir de l’origine , sur les 
demi-axes des x, y, z positives , on aura 

Xr — r, O, Zr= 0\ 

x, = o, y, — s, z, = o, 

X, = O, y, =: O, Z, = t, 

x,y,z, — x,y,z, + x,y,Zr — x.yrZ, -t- x,y,z, — x,y,Zr= rst, 

• (o-f. 0 = (*.y> *) = '> ['•»•'.<] = [*.y> zj: 

donc alors le rapport (33) se trouvera réduit à 

^ - I 

' (*.y. «r 

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l’équation 
générale , ' 


( 34 ) 


(r,t,l)rit[r,s,t] ~ [x, y, s]’ 


qui coïncide, comme on devait s’y attendre, avec la formule ,(a8). 


^ VI. — Des conditions sous iesqaelles les rêstsUantes considéras dans les paragraphes 
précédents s'évanouissent» ' 


IjCs résultantes dont nous avons déterminé les valeurs ^dans les paragra- 
phes précédents s’évanouissent sous certaines conditions, (piü est bon de 
connaître, et que nous allons un instant examiner. 

Considérons d’abord la résultante ' ' 

r\ As As r\ 

(i) u^v] = cos(r,M) cos(x,i^) — cos(r,t#)cos(x,/^), 

dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles , que les 
directions r, s forment avec les directions u , v. Si les deux angles 

{‘h*') 

ë 

sont renfermés dans le même plan, ou dans des plans parallèles; alors, en 
vertu de la formule (a) du § IV, jointe au théorème énoncé dans le $ 11, on 
aura 

(a) [r,f; « , o] = (r, j)(a, o) sin (/Cs) siu(tt7‘')i 

g. 
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et, par suite, la résultante [r, ^ ; u, t>] aura pour valeur numérique le produit 

_ /SA, 

(3) ' sin(r,f), sin(«,i>). 

Si, au contraire, les plans des deux angles 

('V*), («?*>) 

cessent de coïncider ou d'être parallèles entre eux; alors, en nommant i 
l’inclinaison mutuelle de ces deux plans, on conclura de la formule (i3) du 
§ IV, jointe au théorème du § II, que la résultante |r, ^ ; u , o| a pour valeur • 
numérique le produit 

(4) sin(r,s) sin (u,i>) cos t. 

En oonséquence, pour faire évanouir la résultante [r, s; u,v\ et vérifier la 
condition 

(5) «, o] = o, 

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro I un des deux facteurs 
- sin(r7^), sin(«7u), 

A /\ 

quand les deux angles seront compris dans le même plan ÿ et, 
dans le cas contraire, l'un des trois facteurs 

t . A A 

*• sin(r,j), sin(u,o), cos(. 

D* ailleurs, l'équation , 

✓V 

(6) sin(r,f) = o, 
de laquelle on tire 

A • ** * . * 

(r, f) = O ou ■ ft , 

exprime que les directions r, j' se mesurent sur une même droite, ou du 
moins sur des droites parallèles; et l'équation 

« 

» • cos 1 = 0 , 

de laquelle on tire 

7t 

2 
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exprime que les pinns des deux angles 

A /s 

(r,j), (u,v) 

sont perpendiculaires entre eux. En6u, en vertu de l'équation (i), la condi- 
tion (5) pourra être présentée sous l’une quelconque des deux formes 


( 8 ) 

(9) 


cos (r, u) cos (f, c) — cos (r, c) cos (f, u) = o , 


CfIS (r, g) ros(>, u) ^ 

cos(r, •■) cos(i, e) 

Cela posé, nu pourra cviderainent énoncer la proposition suivante 

t" Théorème. Les longueurs n, o étant incsurées sur des droites distinctes 
et non parallèles , pour que deux autres longueurs r, s se mesurent, ou sur la 
même droite, ou sur des droites parallèles, on dit moins forment egtre elles 
un aii(/le(r,i) dont le plan soit perpendiculaire au plan de l'angle («, i»), 
il est nécussaifc et il siifKl que les quatre cosinus 

cos(r, «), cos(r, c), v.os{s,ii), co'S(^,i') 

représentent les quatre termes d’une proportion géométrique, de manière à 
vérifier la formule ( 9 ). 

Corollaire. Comme on vient de le voir, la tormnie ( 9 ), remarquable par 
son élégance et sa simplicité, sc déduit immédiatement de l'cquation (a), 
dans le cas particulier où les directions r, s sont renfermées dans le plan 

de l’angle («, u). Ajoutons que, de ce cas particulier ou peut aisément pasjicr 
au cas général où les directions /•, s sont situées hors de ce plan, à l’aide des 
considérations suivantes. 

Soient, dans le cas général, 

les projections absolues de r et de s sur le plan de l’angle o). l’our que les 
directions r, s se mesurent sur une même droite un sur des droites paral- 
lèles, ou du moins forment entre clics un angle (r,i) dont le plan soit 
perpendiculaire au plan de l’angle (m, t>) , il sera nécessaire et il suffira , évi- 
demment, que les projections p,,ç se mesurent sur la même droite et sur des 
droites parallèles; par conséquent, il sera nécessaire et il .suffira que l'on ait 

' yv A 

CW (p, tt) cos({,h) 


( 10 ) 


COS («7*') 
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Mais , ii'aiiire part, le plan qui renfermera les trois angles 

étant perpendiculaire au plan de l’angle (r,p), le théorème 7 de la page 3 11 
du troisième volume donnera 


C05 ( r, «) cos (»■,») 

- == —77s- = cos(r,/ 5 ^ 
cos(p,^) 


cos(7T“) 


par eoiiséqtienl . 


/\ 

cos(r, a) 
ros { r, k) 


cos(p, u) 

COS(p,») 


et l'on trouvera, pareillement, 

/s 

^ cos(t, u) 

cos (4, !■) 

Or il est clair qu en vertu de ces dernières formules, l'équation (10) coïn- 
cidera précisément avec l'équation (9). 

Considérons maintenant la résultante 


cos(«, u) 
s' 

CO$((,l>) 


[r,s,t\ u,v,w] 

= COS (r, //) cos [Sy v) cos (/ , w) — cos (r, «) cos (j, w) cos (< , v) 

A\ Al, A hA a -A 

+ cos (r, p) cos (æ , cos [t ,u; — cos (r, o) cos (s , u) cos (è, u>) 

A A A A A A 

- 4 - cos (r, w) cos {s, u) cos {t, v) — cos (r, t v) cos (j , cos 

dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les 
directions r, s, t forment avec les directions u, p, w. Eu vertu de la for- 
mule (a 3 ) du § IV, jointe nu théorème énoncé dans le § II , op aura 

, f'i't.i; tev.M’] = (r,J,/)(«,P,tv)[r,j,t][«,P,w<]; 

r 

et , par suite , la résultante [r, #, <; u,v, w] aura pour valeur numérique le 
produit 

l/,r, r] [m,p, tv] 

des volumes des deux parallélipipèdes, que l’on peut construire , d’une pari , 
sur les arêtes r,s,t, d’autre part, sur les arêtes u, v,iv, en supposant ces 
arêtes réduites chacune à l'unité, et mesurées, à partir d’une même origine., 
dans des directions parallèles à celles qui leur étaient assignées. En coo- 
' séquence, pour faire évanouir la résultante [r, j, <; m, p, tv] et vérifier la 



! 
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condition 

(la) [/‘.J,*; u,v,w] = O, 

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'un des deux volumes 
[r,j, <], [m, o.w']. 

D’ailleurs, l'équation 

(i3) [r, J, rJ=o, 

qu'on obtient en éf’alant à zéro le volume [r, f, tj, est précisément la con- 
dition nécessaire et suffisante pour* que des longueurs, mesurées à partir 
d'un même point dans des directions'paralléles à celles de r, s, t, soient 
renfermées dans un plan unique, ou, en d'autres termes, pour que les trois 
directions r,s, t soient parallèles à un même. plan. Cela posé, on pourra 
évidemment énoncer la proposition suivante : 

a' Théorème. Les longueurs u, v, w étant mesurées sur des droite.s non 
parallèles à un même plan, pour que les directions de trois autres lon- 
gueurs r,s, t soient, ou comprises dans un meme plan , ou du moins paral- 
, lèles à un même plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante des 
cosinus des neuf angles que les directions r, s, t forment avec les direc- 
tions U, i', IV, s’évanouisse, ou, en d'autres termes, que l'on ait 

A A A 

cos (r, U ) cos(r, w) cos ( t, v) 

/s A A 

cos (r, v) cos (f,«) Cüs(/,iv) 
cos (r, iv) cos {s, p) cos (r7« ) = o. 

Corollaire. On pourrait, avec la plus grande facilité, arriver encore à 
'la formule (i4), en raisonnant comme il suit. 

Rapportons les positions des divers points de l’espace à trois axes des Je , 
jr,z menés par un point quelconque O, et, en attribuant aux demi-axes 
des X, jr, positives des directions parallèles à celles de n , v, iv, nommons 

les coordonnées d'une longueur i finie, mais difféiciuc de zéro, et mesurée 
sur une droite quelconque à partir du pointO.La formule (i 3) de la page i43 
du troisième volume donnera 

A A A A * 

s cos(r, v) = X cos(r,«) -t- ^ cos (r, v) -t- • cos (r, iv). 


i A A ^ \’ 

cos(r, «)cos(j, p)cos(r,w) — 

A A A 

cos(r, p)cos(j, tv)cos(i,w») — 
H- cos{r, tv) cos(5, u) cos(f, «) — 


1 
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. Dtinc, si l'anplp (r,«) se réduit n un droit, on aura simplement 

* 

/\ A 

a: COS (r, U) -h *| COS (/*, v) -4- * COS (r, w) = O. 

D aitlcurs, pour que les directions r, .v, t soient purallèles a un plan unique, 
il est nécessaire et il suffit qu’elles forment trois an^^les droits 

A A A 

(r, t,;, (-TiV» 0 

avec une direction perpendiculaire à cc plan ; par conséquent , il est néces- 
saire Pt il suf^t qu’elles vérifient trois équations de la forme 

4 .T C 08 (r, t/) -h ^ cos (r, v) -t- t cos (r, tv) = o , 

/t\' ) '*'n 

(*5) < X cos {SyU) -4- IJ C08 i^) -I- i C0s(j, tv) = O, 

^ X COS (^ , «) -f- cos (; , p) -h « OOS (/, w) = O. 


Enfin , loi’sqiie la longueur comme nous le supposons ici, diffère dc.^éro, 
les trois coordonnées 

X , y , s 

é 

do rRxti t-inilé do cette loiif'ueur, mesurées sur trois axes non parallèles à un 
inéine plan, ne peuvent s’évanouir à la fois; et alors les trois équations (i 5) 
ne peuvent subsister sininllanémont que dans le cas où les cosinus par les- 
(piels y sont représcntcs’lcs coefficients de x , y , i , vérifient la formule (i 4)- 
Clicrclions maintenant les conditions sons lesquelles s’évanouissent les 
résultantes que l’on peut construire avec les coordonnées de deux ou trois 
points, dont les positions srmt rapportées à des axes rectangulaires on obli- 
ques des .T , Z. 

Représentons par les trois lettres 

r, s, t, 

les rayons vecteiii'S menés de l’origine à trois points donnés, et désignons, à 
l’aide de ces mêmes lettres, placées comme indices an bas de ,r, et z, les 
eoordonnées de ces trois points. Enfin, soient 

X, y, Z 

trois longueurs", mesurées à partir de l’origine, sur les demi-axes des x, y, z 
positives, et T' une autre longueur mesurée sur une perpendiculaire au plan 
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de l’angle fl’, a). lifA formules (a6) et (a8) du § V dounerom 

\ /s 

Mfi) ,v,jr,-x. 




Cela posé , l'équation «le 

(i8) 

pourra être réduite à 

(' 9 ) 

Donc, pour qu'elle soit vérifiée, 
facteurs 


:cs'saire efil suffira que l'un des 
r,s, fr, j], cosITfzr' 

sévanouisse. .D’ailleurs, réduire à zéro l’un de.s rayons vecteurs r, s, c’e.st 
supposer que l'un des points donnés coïncide avec rorif>ine. Quant à la 


condition 

que l'on peut encore écrire comme il suit , 

sin {r, j) = O « 

" V.*3 

elle exprime que les lonjjucurs r,s se mesurant sur' One 

la condition s 

• 

. 4 

• 4 . 

e\|>rime que la dirc'^|fe- y, 
aussi perpendiculairq|^raxc des 

l'angle (r, s) passe par l’axe des z. 

Quant à l'équation de condition 
(ao) Xrjr,z,-Xrjr,z.-Hx,j, 
elle pourra être réduite, en vertu de la formule (17), à 
(il) f, /J = o. 


droite. Enfin, 
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fionc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira !qiie l'u» des 
facteurs iT’\ / ' ^.4 

se réduise à VÀy»?|^r conséquent , il sera nécessaire et il suffira que l'un des 
^’-i'poiuls donnés' coïncide avec l'origine, ou que le volume du parallélipi- 
ç péde cuiisiruil sur trois arête.s pniallcles i r, s, t s’évanouisse, c'est-à-dire, 
en d'autres termes, que les trois arêtes r,j, t dcvicunent panillcles à un même 
pluii. • 

Eu égard aux remarques qii'ou vient de faire, 011 pourra évidemment 
linoncer les propositions suivantes 

i* TheorèmF. I,a position d'un point étant rapportée A trois axes des x , 
jr,Z qui se eoupeiil sous des augies quelcoiiques, pour que deux points, 
séparés de l’origine , l'nu par la distance r, l'autre par la distance i, soient 
renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il suffit 
que les coordonnées • « * 

■T,, r,.- 


■ï-., jr, 

de ces deux points, mesurées sur les axes des x et j, vérifient la condition 
-(aa) . x,jr, - x.j, — o. 


4' ThcorèniF. ha position d’un point étant rapportée à trois axes des x ,jr, z 
qui se coupent sous des angles quelconques, pour que trois points séparés de 
l'origine par les distances 

, J et / 

soient renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il 
suffit que les coordonnées ... 

■ y W . 

J'o J, y 2,. 

JT,, y, y Z, 

de ces memes points vérifient la condition 


(a3) X^y,Z, — Xry,Z, ,^r - ■+■ ^,y,^, - = O. 

On pourrait encore, avec la plus grande tacilité, établir les théorèmes 3 
et 4 , en raisonnant comme il suit. 


H 
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Soienl lonjmu's 


y. >■ 


trois loDf^icurs mesurées, à partir de l'origine, sur les demi-ax)^s des coor- 
données positives, et » une autre longueur mesurée, à partir de la même 
origine, dans une direction quelconque. Si l'on représente par.r,^, z les 
coordonnées d'un point situé dans le plan mené par cette origine perpen- 
diculairement à t , la première des équations (i 5) subsistera , quand on y rem- 
placera «, P, «V par X, y, Z; rpar », et » j>ar x, jr,z. On aura donc 


(=>4) 


X cos (s, x) -H ^ cos , y )•-»- = cos (», z) = o. 


Ajoutons que la formule (a4) > c'est-à-dire l'équation du plan mené par 
l’origine perpendiculairement à », se réduira simplement à 

(a5) jrcos(»rx)-tr jcoxCCy) = O. ' 

SI ce plan passe par l'axe des z, puisrjué alors, » étant perpendiculaire à z, on 


(- 1 *) = ^’ cos(»,z) = o. 

^ • *» 

Cela posé , pour que les deux points séparés de l'origine par les distances r 
et s soient renfermés dans un plan qui passe par l'axe des z, il sera néces- 
saire et il suffira que leurs coordonnées . 

J., 

mesurées sur les axes des x et jr, vérifient deux équations semblables a 
l'équation (a5), c'est-à-dire deux équations de la forme 


(a6) 


\ Xr cos (», x) -H y, cos {» , y) = O , 
( X, cosi»,xj -t- J', cos(»,y) = O 



Pareillement, pour que les trois points séparés de l'origine par les dis- 
tances r,‘ r, t soient renfermés dans un même plan qui pas^ par l'origine 
il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées ^ — ■r^.'ré 


Xr, Jfr> V, 

•r,, J,., 

*<» 
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vériHcnt trois équations semblables à l’équation (a4)a ,c’<^t-à'(lii'e trois équa- 
tions de la forme ? & j t ■ 

•• 

t X, cos(v^)-*- 7^,X:os\v, y) -H cos(», z) = o, 

/ ik ^ -'t ç ^ 

y **• J f >*r\e «rN _ 


(a?) 


} 

\ 


x/COS ‘,x) cos(»,y) ■+■ i,cos(«.,z) = o, 

^ /s /\ , /\ 

cofl(i,x) -h ^,cos(t,y)-|- z,cos(/,zl = o. 


Or les trois angles 


-(«'.*)•* {‘.y) > ('>*> 


ne (louvant être droits tous les trois, lorsque les .coordonnées x, jr, z se 
mesurent, comme on doit le supposer, sur trois axes non compris dans un 
même plan , les cosinus de ces trois angles ne peuvent s'évanouir à la fois ; 
et, par suite, le système des formules (37) entraîne la condition (ao). 


§ . — Sar les relations qui existent entre les coefficients des variables dans les deux espèces 

•. d'équations à faide desqwlles on passe d’un premier système, de roorxhnnées rectilignes h 
nn second y et rèriproquenitnt. 

Parfaii les problèmes dont la solution introduit dans le calcul des résul- 
tantes formées avec les coordoimées de deux ou trois points, on doit re- 
marquer /ooe question d'ailleurs facile à résoudre, celle dont lobjet est 
d'étabisr celatious qui existent entre les coefficients renfermés dans les 
deux espèces d équations à l'aide desquelles on passe d'un premier système 
. de coordonnées rectilignes à un second , et récipro(|Ocment. Occupons-nous 
• un moment de cette question et des formules qui s'y rapportent. 

D’après ce qui a été dit dans un précédent Mémoire (tmir le 3 ' volume), 
si l'on nomme 
% 

. *(ij*'*X, les coordonnées rectilignes d un point quelconque P, relatives à 
- trois axes rectangulaires ou obliques, menés par une certaine 

C x“ y, z tiihs'fougucursmesurées,àpariirdecettcoriginc, surlesaxesdesx, 
indéfiniment prolongés du côté des coordoimées positives, 

1/ 'è'' 

■ ” .Y, Z trois longueurs mcsui’ées, è partir de la même origine, sur les axes 
conjugués, c'est-à-dire sur trois nouveaux axes raspecliveraent 
perpendiculaires aux plans des j,z, des z,x et des 
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«■t si l'on représente par • • 

ce que deviennent . ^ . 

. =’ y- ' 

quand an système des axes donnés on substitue un nouveau systeiu'' 
l’origine restant la , on aura 
•jii “w ' x,= ax + bj' -i- t-. 


d’axes, 






, / X, = tix 

j J, = 

* Z = a"ù 


= n'x -¥ by + c'z, 

. ^ — ,.'x+ hy+ c"z, 

■sT ^ 

les valeurs d^es coeflicienis 

a, b, c-, a', b', c’-, a", />". t' 

étant fournies par. les équations 


(») 


eus X„ X,) ’ 

ro»(y,Vr,) cos(y,,X,) 

„ cos IX, Z,) I, cosf y» A) 

rt"= - ~ 


cos(i„ Z,) 

et, réciproquement. 


cos (V’t Z,) 


'3) 


JC = + A'y, ■+■ 

^ = Bx, -f ■ fiy, 

Z = Cx, + cy, + 


yi Z,, 
fi: Z, 
C Z 


OüS ( *, X,1 
cos (x;fy,) 

A' 

/\ 

Y,) 

COSi 7^y.) 

cos(*, ZJ_ 
>s^ ’ 

s'(»S Z J 


les valeurs tics coefficients 


. A, A' . A \ B, B', B\ C, C, 


étant fournies par les équations 


t4) ^ 


Ai /^ . 

_ cos(x„X) cus( x„ Y) 

/f = K"”* — s. A 

cos(x,X) cos(y. Y)- 

li ^ i5' = !i2iizÎL). 

cos(x, X) ^ cos(y, T) 

y, cos(x,rX) ' 

^ — 7 n~’ . A ’ 

co»(»,X) cos (y, Y) 


A = 


è-t 


C‘ = 


C" 


A 

cos(x,, Z) 
— ;-A~' 
cos(i, Z) 

c o»(y.?z) . 
i<>s(ï, Z) 

cos ( *„ Z ) 


cos[x, Z] 


. » 
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D'ailleu^j, -la uatoto'^He ces divers coefficients est facile à reconnaitre ; et, 
d’abord, en’^ei'tn îles iortnulcs (i), les coefficients renfermés dans une même 
lif;n<' vertiçalc.du tabUmu 

^ la, b, c, 

(^5) \ C, 

\ a~, b", c", 

« 

représenleiil évidemiiieni ce que deviennent les coordonnées 

!.■> 

du point P, (|uand ou a réduit l’une des trois variables 

X, jr, Z 

à l'unité , et les deux autres à zéro , c’est-à-dire , eu d autres termes , (|uand on 
fait roineider le point P avec rextrémité de l’une des longueurs 

*> y» 

réduites à l’unité. PareiUcmcu| , ertu des formules (3), les termes ren- 
fermés dans une mémS^ligne.vertieslc du t'ableau 




( 6 ) 


/ A, A\ A\ 
} B, B\ B-. 
( C, C, C\ 


représentent ce que deviennent les œordonnées*,^^ 




du point qüaïu^on fait coïncider avec l'extréinité des ‘ 

longueurs ^ ^ •<’ . '"V iifs 


'."H y,» 


réduites à l’unité^^nsi, les divers coefficients renfermés dans les équa- 
tions :(ij et (3^ sc' réduisent aux projections algébriques que l’on obtient 
quand on projette les longueurs x, y, z réduites à l’unité, sur les directions 
X,, y,, Z,, a l’aide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z, ou les 
longueurs X,, y,, z, réduites à l’unité, sur les directions x, y, z, à l’aide de 
plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z. Cette seule remarque fournit 
un moyen simple de retrouver aisément et de reproduire à volonté l’une 
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qnelcoiiqiin de» rorintiles (a) ou (4)- En effet, »i l'on désigne par 

r, s, t 

trois longueurs, dont chacune se mesure dans une direction déterraiiiée, la 
projection algébrique de rsurr, effectuée à l’aide de plans perpendiculaires 
à t, sera {voir le 3' volume, p.ige i4o) 

cos (e, ri - 

r -• 

cos (», r). 

l>ouc, si la longueur/' sc réduit à l'unité, sa projection algébrique sera 
représentée par le rapport 

cos(r, f) 

■ ^ cosjjfo 

Cela posé, le coefficient a, par exemple, n’étant uutra chose que la projec- 
tion algébrique de x sur x,, effectuée à l’aide de plans perpendiculaires à X , 
et correspondante à la valeur i de x , on aura nécessairement 


co^x„X,) 

et l'uu pourra, de la même uiauiéi», en s'appnyaut la remarque ci- 
dessus énoticéc, reproduire isolémiujt' chacune des fortaulcs comprlllh dans 
le système des équations ou (4)- 

D’autre part, chacune ^fles formules (3) doit ^néccssairenieiil cuincidr.'r 
avec l’une de celles que l’on peut obtenir en éliniinaiil deux des coordon- 
uées X, y, 2 entre les formules (i); et, réciproquement,nfl]acune des 
formules (i) doit coiDcider i^ec l’une de ceHt» que l’on obtient en éliminant 
deux des coordonnées x, , , 2 entre les formules (3). Il y a plus ; ectte 

coïncidence doit avMr jl.ipu, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
‘ variables jr, jr,“son x,, çjmui exige que les coeftirienis de j:,^, z 
soient les mêmes dans valeurs de z, que donnent les formules(ij, 

et dans celles que l’on tirerait des formules (3). Don&les neuf corfKcieiitB 

«, b, f, a', b', c', a", b", c" 

■ * >r ■ 

peuvent cire exprimés en fonction des coefficients ' ■ 

A, fi, C, A', H\ C', A", Ji\ 

et, réciproquement, chacun de ceux-ci peut être exprimé en fonction des 


> * •*. 

« 

•»% 



j 
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nt'uf auires. Kii effectuant le calcul , et posant, pour abré);er, 

(jj) k = ab'c" — ah''c' + a'h’c — a'hc“ •+• — a‘'h'c , 

(8) K = AB C— AB' C'-i- A'B C- A BC -t- A“BC - A B'C, 
on trouve (uo/r le a* volume, paye 17a) 




b" r -^ r" - * h/ — 

il r JW Mil t 


0) 


et 


l'o) 


I- 



Mais, en vertu des remarques précédemment laites, la valeur de k donnei 
par la formule (7) est précisément la résultante des coordonnées des troi, 
points i'^'-'fli , n <jui coïncident avec les extrémités des longueurs x,y, z, daii' 
le cas où l'on suppôsosces longueurs réduites àiïmité, et où l'un rapporte la 
position dïin point quelconque axes cooriU^^ jde a:,, jr^, s,. Pa- 
reillement, la valeur de ?T:'donn<V‘par la formulé (8)' est précisément la 
l'iisnltaiite de^courdonnées des trois points I,, M, N qui coïncident t^veç les 
extrémités des longueurs x, , z, , dans le cas où l'on Suppose ces longueârs 
rédnitisi à riiiiité, et où l'on'Tap|)orte la po$itioa_â'uu point c|uelconqae 
aux axes coordonnés des Xi jr, z. Kufin , si dans cliaquC i^sultaute on (éit 
entrér, non plus les neuf coordonnées de Ujgis points ^leiutées sur trois axes ‘ 
différents, mais les quatre coordonnées dé^eux tl^es points mesurées siii 
deux de ces axes, al(ÿ^, >i la place de chacune des ré^lfltnntes 

A et K , 

on pourra obtenir neuf résultantes diverses, qui seront précisément les 
numérateurs des fractions comprises dans les formules (9) ou (10). Donc 
cbacune des formules (9), (10), qui serveut à exprimer les coefficients 

■A, B, C, A', B', C\ A\ B C 
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«ni fonction des coefficitnils 

a, b, c, a', h\ c\ a", b", c“. 

«■t réciproijuenient , a pour si*cond membre le rapport «mire deux l•éslll- 
laiite» à deux et à trois directions, construites avec les coordonnées de dinix 
ou trois points. Ajoutons <pic la valeur de cliacnne de ces ri’sultantes pourra 
être aisément déduite des formules établies dans le § V. Ainsi, par exemple, 
en vertu de la formule (u8) du § V, la ri'sultante K des cooixlonnéfîs des 
points I,, M, N , mesurées sur les axes des x , j^,z, offrira une valeur nu- 
mérique déterminée par l'iiqiiation 


lit) 


I ■.fx,,y..*,] 


le iiiouvemeut de rotation de x en y autour de z étant considéré comme 
direct, eu sorte qu’on ait 

(x, y, z) = t. - ' 

Aloi's, aussi, en vertu de la formule (a5) du § V, la résultante 

des coordonnées de.s points L , M , mesurées sur les axes des x et jr, oflrira 
une valeur déterminée par l'équation 


(ta) 


A' B" — zi B' = [=^0 y.) 


(x,y,Z) lx,yj 

Or les formules (i t), (ta), et autres semblables, lourniront évidemment un 
moyen facile de vérifii'r les équations (to). S’a|;it-il, par exemple, de véri- 
fier la derniere de ces équations? On commencera par observer qu’en vertu 
des formules ( 1 4) et (i 5) du § i, ou a, en supposant aigus les angles (z-Tz), 

[x, y, z] = [x, yj cos(z, Z), 

= [\>y,l cos(z..Z,); 

et , par suite , ilans tous les cas posstbles , 

h.y.ïj = y]co-<(='.z) = (*.y,Z)[x, y]cos(z,'z), 

d'An tt de Phj'S. maik., T. IV . (59* ^ II 
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Uoiic la formule (i i) |jourra s’écrire comme il suil : 

,,os ir _ (»,. y„ Z,) [ »,< y,l cos (Çz ,) 

Cela (X)sé, il suffira évidemment de combiner entre elles, pai- voie de divi- 
sion , les équations (ta) et (i 3 ), pour obtenir la formidc 

'yfB' — cos(it,Z,; 

A o>s(t,,Z,} 

ntl , ce qui revient an luéine, eu égard à la dernière des équations (lo), la 
formule 

re "— .rif _ 

qui euiiicide précisément avec la derniere des équations 1 1 o). On pourrait , de 
la même manière , à l'aide des formules établies dans le § V, vérifier chacune 
lies équations (9) on (10). Kiibn, un pourrait encore vérifier ces mêmes 
équations, après y avoir substitué les valeurs des divers coefficients tirées 
des fortnules (al et (4) , à l'aide dos formules générales que nous avons établies 
dans le § IV. 

Il est bon d Observer que le système des équations (9) peut être remplacé 
par la seule formuli.' 

A _ b _ f 

ÀV*' — r'a" — r"rt' a'b" — n*h' 

B' _ C 

b"c — br" c“a — ca' a” b — ab" 

A _ B' _ C- _ 

bc' — AV i‘i/ — An oA* — a'h A 



et le système des équations (lo) par la seule forranle 


(. 5 ) 


abc 
î tl JL ‘ 

\ Irc ^Hc ~ rA - cr “ aTh — ab' 

f rï" 6 " _ r _ I 

V “■ %C — fi i ~~ / ” 4K — A' R ~ A ‘ 


Ajoutons que les formules (9] et (10), ou : 1 4) et (1 5 ),. peuvent aussi être jeiii- 
plaeées par un système de neuf équations qui. soient linéaires par rapport 
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aux cor-tficienl» nufcinirs dans les formules (l), comme par rapport aux 
coefficients retifcrmés dans les formules ( 3 ). Entrons, à ce sujet, dans quel- 
ques explications. 

Si l'on fait coïncider successivement le point P, dont les coordonnées 
sont X, J', î, avec les extrémités I , ni, n des trois lonj^neiirs 

X, y, Z 

réduites à riiiiité , ou obtiendra trois systèmes de valeurs de x, jr,z, dont 
cbaciinc comprendra les trois coefficients renfermés dans une meme colonne 
verticale du tableau ( 5 ); et à ces trois sy.stémes de valeurs de z , cor- 
respondront trois systèmes de valeurs de x,, s,, dont chacun offrira 

deux valeurs milles et une valeur épalc à i. Cela posé, des éipiatioiis ( 3 i, 
appliquées aux coordonnées des trois points I, ni , n, on déduira évidemment 
les neuf formules 


; À a 4- A' a' -t- A"(f— i , 
(i6) Ba+Ji'a' 

^ Ca-^C'a'+Cà'—o. 


Ah-^A’b'-^A’h“z=o, Ac -^A'c'+ A'c“=o, 
Bb-hB'b'-hB'/)’= i, 

Cb -t- C'ft' -f- C"*" = O , Ce -t- ce ■+■ C"c' = I . 


Si, au contraire, on fait coïncider successivement le point P avec les extré- 
mités li , M , N des trois lonfjiienrs 

y,> 

réduites à l'imité, on déduira successivement des équations (i) les neuf 
formules 

J An -^ Bh ->r-Cc =1, A'n -^B'b -^C'e =o. A" a -^B’h - 4 -t’"c =o, 
(17) ■ An' + Bh' Ce = A'n' B' b' ce = i, An' -\-B’hf o, 

^ An A- Bb" Ce" =u, A'n" B'b" C'e =0, A"a" B' b "-^-C"e =1. 

On pourrait, avec la plus grande facilité, 'déduire des équations (16) 
ou ' 17) les formules (9I et (10). Veut-on, par exemple, déduire des équa- 
tions 17) les équatioDs(9), ou, ce qui revient au même, la formulc(i 4 )? 
Il suffira de prendre pour inconnues les coefficients renfermés dans le ta- 
bleau (6), et de déterminer siimiltanément les trois coefficients compris dans 
une inéiiie colonne verticale de ce tableau. Ainsi, en particulier, les équa- 
tions ( 1 7) donneront '■ 

An -t- Bb -I- Ce = 1 , An' - 1 - Bb' -t- Ce = o , Ae Bb' -t- Ce" o , 


Digitized by Google 



( «4 ) 


et Ion tirei'a de celle-ci, en faisant d’abord abstraction de la première, 


A _ B _ C 

b'c"— Ve' ~ c'a"— c'a' ~ n'b"— a''b' '■ 


puis, ensuite, 

A _ B _ C 

6'r" — b''<* r'a" — (**a* a'b‘‘ — n*’b* 

f4a lih Ce I 

aib'r" — -f. é(c'rt'' — — a^'b*) k 

On prouvera, de même, eu partant des équations (17), que chacune des 

fractions comprises dans la formule (i4) se réduit à et j|énéralenient on 

pourra, du système des équations (ifi) ou (17), déduire à volonté, ou la 
formule (1 i), ou la formule (i 5 ). D ailleurs, pour effectuer cette déduction, 
il suffira de s appuyer, comme ou vient de le faire, d’une part sur la for- 
mule à laquelle ou parvient quand on élimine une seule inconnue entre 
deux équations linéaires qui renferment trois variables, sans aucun terme 
constant, et, d’autre part, sur ce principe, que la valeur commune de plu- 
sieurs fractions égales ne diffère pas du résultat qu’on obtient , quand, après 
avoir transformé chaque fraction en multipliant ses deux termes par un 
même facteur, on divise la somme des numérateurs par la somme des 
dénominateurs. Ce qu’on vient de dire prouve encore que le système des 
éipiatioos (17) est équivalent au système des équations (f6). Chacun de ces 
.systèmes peut certainement être remplacé par l’autre, puisqu'il est démontré 
que chacun d’eux peut être remplacé à volonté 011 par la formule (i4). 
on par la formule (i 5 ). 

Si l'on voulait , non plus tirer des équations (16) ou (1 7) les formules (i 4 ). 
(i 5 ), ou, ce qui revient au même, les équations (9) et (10), mais effectuer 
I opération inverse, et revenir des équations (9), (10) aux équations (16) 
et (1 7) , il suffirait évidemment de combiner par voie d'additiou les for- 
mules (9) et (10), apiès avoir multiplié les deux membres de chacune d’elles 
par un facteur convenablement choisi. 

ftbservons encore que, si Ion applique le théorème sur les produits de 
résultantes au système des équations (tfi), ou au système des équations (1 7 , 
on en tirera, eu égard aux formules (7), (8), 


(l8' kK-\. 

Ou arriverait aussi à la même coiichisimi, en parlant de l'équation O i). 
En effet , cetic équation , qui suppose que l'on considère comme direct le 
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mouvement de rotation de x en y amour de z, et que l'on a en coiiséqiience 
( X, y, z) = I, peut être, pour plus de généralité, présentée sous la forme 


(' 9 ) 


K — (iiil'-Li'J t»>» y.» ^3 

(x,y,z) [x,y, I]’ 


et s’étend, sous cette dernière foi'nie, au cas même où, la position d’uii point 
quelconque étant rapportée aux axes des z, on considérerait comme 
direct, non plus le mouvement de x en y autour de z, mais le mouvement 
de X, en y, autour de z,. D’ailleurs, en échangeant entre eux les denx sys- 
tèmes d’axes, on obtiendra évidemment, à la (dace de la formule (19), la 
suivante : 


(ao) 


j. _ (*. T» ») . 

(*,. y,. X,) l*.. y,. ».!' 


et il est clair que des formules (19) , (20) on peut immédiatement déduire 
l’équation (18). 

Si les deux systèmes d'axes coordonnés présentent citacuii trois axes per- 
pendiculaires l'un à l’autre, on ntira , 

ix,y,z]=t, (x,,y,,,7.,l = i, 
et, par suite, les fortnulcs (19), (ao) donneront 


K — 

“ (x.y.x' ’ 


X, , y, , *, ) 


ou , ce qui revient au méme^ ■ * * 

(ai ) ■' A" = X = (X, y, z) (x,, y,, z,). 

Donc, alors, chacune des résultantes X, K se réduira simplement à l unité, 
si les mouvements de rotation de x en y autour de z, et de x, en y, autour 
de z, , sont de même espèce , et à — 1 , dans le cas contraire. Alors aussi les 
diverses formules établies dans ce paragraphe se confondront avec les for- 
mules connues qui se rapportent à la traiisfurniation des coordonnées rec- 
tangulaires, et <)ui ont été rappelées dans un précédent Mémoire \voir le 
2' volume, page ayd ]. 

Nous renverrons à un autre Mémoire la recherche des lois siiivaul 
lesquelles les neuf coefficients renfermés dans les équations (i) et ( 3 ) 
dépendent de la forme des deux angles solides qui ont pour arêtes, d’une 
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part X, d aiiti p pari x, , v,, z, , et de trois cousuimes pixipres a dotei - 
miner la position do I un do cos aiif'lcs solides par rajiporl à l autre. 

f)bscrvous, on Hnissaiil. que los formules (i6), (17), (18) pouxont étro 
étoiiduos au cas f>éiu''rai ou, à la place dos équations (i) et ( 3 ). on consi- 
dororait doux équations do la inomo forme, mais relatives à doux systcmosdo 
variables, dont le nombre stMit le même dans les doux systèmes, etd ailleurs 
aussi [{raud que l’on voudrait, liffcctivemeut, les forinulos (aa) do la paj'e 1 y(’ 
du a' volume , qui se rapportent à deux systèmes d'équations somblable> 
aux équations (i) et ( 3 ), se trouveni romplaeécs par d’autres formules du 
mémo (joure, quand on écliauj;e entre eux les coefficients qui occupent le*^ 
mêmes places dans les deux systèmes d'équations; et. par conséquent , on 
peut, dans le cas p, encrai, obtenir deux systèmes de formules anaiopues aux 
formules (16) et (17). Ajoutons que la formule (i 8) se trouve comprise, comme 
cas particulier, dans la formule (a4 ; de la page citée. 
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MÉMOIRE 


SUA LS 

THÉORIE DES ÉQUIY ALETSCES AUÆRKigilES, 

Si;nSTITliÉK A I.A THÉOUIK ORS iMAGI^AIllES, 


PréUminairt S. 

Les ('éoiuetrcs, surtout ceux (|ui s’efforcent de contribuer aux prof'ies 
des sciences matbéniatiques, ont été quelquefois accusés de parler nue 
laii('ue qui n'a pas toujours l'avantage de pouvoir être facilcineiit comprise, 
et de fonder des théories sur des principes qui manquent de clarté. Si une 
théorie pouvait encourir ce reproche, c’était assurément la théorie des ima- 
{•inaires, telle qu’elle était (jénéralemeiil enscignee dans les Traités <l’al- 
i;ébre. C'est pour ce motif qu'elle avait spécialement fixé mon attention 
dans l’ouvrage que j’ai publié, en i8ai, sous le titre à' Atialyse algébrique, 
et qui avait précisément pour but de donner aux méthodes toute la rigueur 
que l’on exige en géométrie, de manière à tie jamais recourir aux raisons 
tirées de la généi-alilé de l'Algèbre. Pour remédier à rinconvénieut signalé , 
j’avai.s considéré les équations imaginaires comme des formules symboliques, 
c'est-à-dire comme des formules qui, prises à la lettre et interprétées d’a- 
près les conventions généralement l'•tahlics, .sont inexactes ou u’otit pas de 
sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts en inodifiant et 
altérant, selon des régies fixes, ou ces forniides, ou les symboles qu’elles 
renferment. Cela posé, il ii’y avait plus nulle nécessité de se mettre l'esprit 
à la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe 
symbolique \ — i , auquel les géomètres allemands substituent la lettre i. Ce 
sigtie ou cCttc lettre était, si je puis ainsi m'exprimer, un outil, un instru- 
ment de calcul dont l’inlroduclion dans les formules permettait d'arriver 
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plus rapideiiuMit à la »olutiuu tres-réclle des t|iicsliotis que l'on av.iil posées. 
Mais il est évident que les théairics algébriques deviendraient beaucoup plus 
claires encore, et beaucoup plus faciles à saisir, qu elles pourraient être mises 
à la portée de toutes les intelligences, .si l'on parvenait à se débarrasser 
complètement des expressions imaginaires, en réduisant la lettre i à n’étre 
plus i|ti une quantité réelle. Quoiqu unctc\le réduction parût invraisemblable 
et même inqmssiblc au premier abord, j'ai néanmoins essayé de résoudre ce 
singulier problème, et, ajtrès quelques tentatives , j’ai été assez beurenx 
pour réussir. Le principe sur lequel je m'appuie semble d'autant plus digne 
d attention, qu'il peut être appliqué même à la théorie îles nombrtss, dans 
laquelle il conduit a des résultats qui méritent d'étre remarqués, lintrons 
mainleuaut dans quelques détails. 

§ I*'. — Sur les éiittiealenets nrithméti^ues et ulgrbriiiues. 

Lorsque deux nombres entiers /, m, étant divisés par un iroisièmc n, loui- 
nissent le même reste, ils .sont dits congrus ou équivalents ^ suivant le module 
ou diviseur n. Foui indiquer cette circonstatice , on peut écrire, avec 
M. Gauss, 

(i ; l^in (^mod. n /. 

Fareillement , si x(x) repi'ésenteut deux polynômes en JC, ou, en 

d’autres termes, deux fonctious entières de ar, <|iii , étant divisées algébri- 
quement paV une troisième , fournissent le même reste, on [leut dire 
que ces polynômes sont équivalents entre eux, suivant le module ou diviseur 
sr(x), et indiquer cette circonstance, comme l'a fait M. Kiimmcr, en écrivant 

a i î {x) = X (x) [mod ® (x) ]. 

On doit donc distinguer deux espèces d'équivalences, qui pourront être ap- 
pelées, les unes arithmétiques , les autre.s algébtiques, une équivalence aritb- 
luétiquc étant celle qui indiquera l’égalité des restes de deux divisions arith- 
métiques; tandis qu'une équivalence algébrique indiquera l'égalité des restes 
de deux divisions algébriques , le diviseur arithmétique on algébrique de- 
meurant le même dans les deux divisions successivement effectuées. 

Four introduire cette distinction dans les formules, et faire en sorte 
que les équivalences algébriques ne puissent être confondues ni avec les 
équivalences arithmétiques, ni avec les équations proprement dites, j’au- 
rai recours à un nouveau signe; et quand il s'agira d'exprimer une éqni- 
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viilencc .ilf;ébri(|ue , aloi's, daos le sipne qui s’applique aux équalions, c'est- 
à-dire dans le sifjne = formé de deux traits rectilifjnes superposés, je rcm- 
plaeerai le trait supérieur, non plus par deux traits rectilignes distincts, 
comme on le fait dans le cas où l’on veut exprimer une équivalence, mais 
par un crocliet trapézo'idal , ou bien encore par un trait recourbé en are de 
cercle, en réservant toutefois ce dernier signe, ainsi que je l'expliq’uerai dans 
le § II , pour le cas spécial où le polynôme trr (x) se réduit à un binôme de la 
forme x’-l- i. De plus, pour éviter toute méprise, et attendu que le mot 
mnriule. a reçu dans la langue analytique un grand nombre d’acceptions 
diverses, je donnerai la préférence au mot iliviséur, quand il s’agira de 
nommer le polynôme par lequel on doit effectivement diviser les deux meni- 
bres d’une équivalence algébrique. Par suite, quand j’écrirai le polvnônie 
entre parenthèses à la suite d'une équivalence, je le ferai précéder, non plii> 
des trois lettres initiales mot/., mais des trois lettres initiales cliv. C.ela posé, 
la formidc • J" 

(3) ? (or) X (J^) [div. ^(x)] ' 

exprimera que les deux polynômes ip (x) , x (^) ’ttnit équivalents entre eux , 
• suivant le diviseur sr(x), ou, en d’antres termes, que les deux polynômes, 
divisés algébriquemennt par cr (x), fournisscut le meme reste. Cette é<|iiiva- 
lence pourra doue toujonr.s être remplacée par une équation de la forme 

(4) ^ y(x) = x(x)-!-ttïT(x), 

U désignant une fonction entière de x. 

Il est aisé de voir que des éqiiivalcnce.s algébriques, quand elles s<iiii 
toutes relatives au même diviseur, peuvent être, aussi bien que des équiva- 
lences aritbmétiqiics, combinées entre elles par voie d’addition , <lc soustrac- 
tion et de multiplication. ,\insi, par exemple, .si , en prenant ® (x) ponr divi- 
seur algébriipte , on dwiijne par 

/Jx), X. W. •• ' ■ 

diverses fonctions entières de x, les formules 

(5) ‘ ç{x):r::^X(-^)' f< ~ f > (■*■ ir=: /. a (■^' 

entraîneront les suivantes : 

(6) ? (x, -4- p, (x) -t- P, (x) -f- . . 

(?) 9 (x)ç, (^x)(?,{x)... 

Et. J'.Irt, fit de PA motft., T. IV. (5D* livr.) 


X {^) + X. W + 
^X(^)X< WXa(*‘) — 

I a 
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Efferliveiuent, les tommles ( 5 ), présentées sous la forme dV;quations véri- 
tables, deviendront 

(fi) ' , ' = X.W + 

I fA^) = x 4 ^) + 

“t “ii“a» ■•■ étant des fonctions entières de or. Or des formules (8), com- 
binées entre elles par voie d'addition et de mnlti|>licatinn , ou tirera 

(9) ? (x) H- 9, IX) -t- . . . = x(x) + X. (r) -h ... s- n(.ï-) , 

iîl 

. ?(•■«")?. W ?j (J-)- • • = x(-*’)/.<Wx»(-’^) ^ 

n, V étant des fonctions entières de.r déterminées par les formules 

I,' — Il ‘ U, -en,-!-..., 

V = « H, «, . . . jsr (.r)]"-' 

. x(-^)+ H«,...X,fx)-i-n«, ...Xj(-r)-!-.. . |'|>j (x'.)"" ’ 

ctv. . . 

* «X>(-'’.IXrl-*^)--- + ".Xb'»')X>i'*')- • • + “>XWX< W;- ■ • 

Or, la fonction entière ît(x) étant prise pour module, les équations (9), (10) 
peuvent être présentées sous les formes (6) et (7). Ajoutons que si, dans la 
formule (7), on suppose les fuuclious ç (x), ç, (x), ç,(x) éqales entre elle.s , 
on aura, en désifjuant par rn le nombre de ces fonctions, 

(II) ■ i?wr.=-:(x(*)r- , 

De la formule (i 1) comparée â la formule (. 3 ), il l■ésnllc que, sans altérer 
une équivalence al(;ébri(|ue , on peut élever scs deux membres à la m""' puis- 
sance, quel que soit le nombre entier m. . 

Ijoi-sjpi’ou a fait passer dans le premier membre d’une équivalence algé- 
brique tous les termes que renfermait celte équation, elle se réduit à la forme 

(n) f (x) — ^ O [iliv. îj (x)], 

t (x) étant une fonction entière de x. Supposons inaintenanl que, la lonc- 
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tion [jcj étant du tltgré n, on nomme 


f„ -f- f,x H ■+■ c„..,x"— 

le reste de la division algébrique de f'x) par w(dr). I< équivalenee f ta) pourra 
être présentée sous la torinc 

• ii3) e, JT -h. . -t- = O. 

<^r, tomme I équation (i3) devra subsister, quel que soit x, ou en tirera, en 
posant jf = O, 

‘ to = O- 

< )n aura <lonc encore 

f.j- -r c»_i Jr"-' = o; 

puis, en divisant par .r, 

V . • 

c,x -h. ..-h f„_, t"-’ + L„_, =r O. 

Celte dernière équation devant clle-iiiéme subsister, quel que soitx, ou en 
tirera 

f, = o; 

et, en eoutiniiant de la sorte, on finira par reconnaitre que la formule (i3) 
entraîne avec elle n équations distinctes, savoir, 

(l 4 ) Cff o , c I — o j . , . , — O , t fl_| , — O. 

Donc, lorsque le diviseur et(x) est unç fonction entiére^dii degré n, une 
équivalence relative à ce diviseur entraîne avec elle ti équations , ,qu on 
obtient en divisant le premier membre par tz (x)f après avoir fait passer 
tous les termes dans ce premier membre, et en égalant ensuite à zéro les 
coefficients des diverses puis$<inces de x comprises dans le reste de la divi- 
sion effectuée. 

l’onr montrer une application très-simple des principes que nous venons 
d’établir, considérons en particulier le cas où le diviseur « (x) se réduit au 
binOmc x" — i. Comme ce binôme divisera la différence 



quel que soit d'ailleurs le nombre entier i«, on aura généralement 
(i5) x"“—i)z^o (div. x" — i), 

ta. 
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ou, cc <)ui revionl au ménif , 

(i6) J-*"" - — - i; 

puis, eu multipliant les ileiix membres de la formule (i6) par x', on en 
tirera, pour des valeurs entières quclcont|ues de / et de m , 

{17) j"*"*' — x‘. 

Si, dans cette dernière formule, on attribue suecessivemeut à / les valeiit> 


ou en tirera 



« 


le divîseur étant toujours le binôme x" — i. Soit niainti nant 

(19) t(x) = «o-t- rt, jr ...-f- <l„x" ... 4- . .. 

une fonction entière quelconque de x. Comme, en vertu de la'forniule (17I, 
on aura {jénéralement 

:=La„,^x' (div, x" — i); 

• l'équation (19) donnera 

/ f(x) .r^rto "i- rt« + <t}« rt- • • • 

1 {^1 + -t- -I- . . .)x 

(ao) 4 -{«, +-rt„., 4 - 4-.. .)x> 


\ 4 - (««_, 4 - -I- . . .)x'— 

Celte dernière formule fait connaître immédiatement la fnncliou entière di- x 
du dc{jré n — 1, qui représente le reste de la division algébrique de f (x) par 
le binôme x" — 1. On peut d'ailleurs étendre la formule (ao) au cas ou, 
le second membre de l'équation (19) étant composé d'nn nombre inbiii de 
termes, la fonction f(x) serait, en vertu de celle équation même, la somme 
d'une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et ascen- 
dantes de la variable x. 
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Cuiisidérüns encore le cas où le diviseur sc réduirait au binôme ^•''■4-1. 
Comme ce binôme divisera la différence 

jf 1)'", 

i(uel que soit d’ailleurs le nombre entier rn, on aura (jénéralemenl, pour des 
valeurs impaires de m , 

(ai) J-'”” -t- I — ' O (div. jr" -t- 1), 

ou, ce qui revient au même, 

(aa) ■t”“>=:-i, 

et , par suite , • 

(a3) X - x', 

l étant mi nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour des 
valeurs paires de m , 

(a.'t) — I xrio (d'v. x" + 1), 

ou, ce qui revient au meme, 

(a 5 ) _ x'"" ' — " I , 

et, par suite, 

(aG) x"'"*' ITT' x'. 

Cela posé, il est clair qu’en prenant pour diviseur le binôme x"-t- 1, on dé- 
duira de l'équation (19), jointe aux équivalences ia3) et (a6) , non plus la for- 
mule (au), mais (a suivante ; 

l -H (fl, - fl,.,, I 

■ '■ «SS.J — «as-a ; (div.x’ i). 


(» 7 ) 


(«a 


4- («_, — H-...)x"-' 


Cette dernière équivalence fait immédiatement connaître la fonction entière 
de X du degré n — i , qui représente le reste de la division algébrique de f (x) 
par le binôme x" 4- 1 . 
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§ 11 . >— Substituium des t^tfuivalcncet algébriques aux équations imaginant i. 


Dans la théorie des équivalences algébriques substituée à la tbéurie des 
imaginaires, la lettre i cessera de représenter le signe symbolique V — i , que 
nous répudierons coinpiétenicnt , et que nous pouvons abandonner sans 
regret, puisqu'on ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe, ni quel 
sens ou doit lui attribuer. Au contraire, nouÿ représenterons par la lettre / 
une quantité réelle, mais indéterminée; et, en substituant le signe ' — ^ au 
signe = , nous transformerons ce qu’on appelait une équation imaginaire 
en une équivalence algébrique, relative à la variable i et au diviseur t* -t- i . 
D’ailleurs, ce tlàviseiir restant le même datis toutes les formules, on pourra 
se dispenser de l’écrire. Il suffira d’admettre, comme nous le ferons effecti- 
vement, que le signe '■ — indique toujours une équivalence algébrique rela- 
tive au diviseur i’ -i- i. Cela posé, on pa.ssera sans peine des équations qui 
«■nferincnt une variable réelle aux équivalences qui devront rem])lacer les 
équations imaginaires. El d'abord, comme le binôme 

I » 4 - I 

divisera généralement la dilféreuce 

quel que stût le nombre entier m, on en conclura 

(i) O, 

ou. cc qui revient au même, 

i^” t)"; 

puis, en niultipliaut par i les deux nombres de la formule (if>), on trouvera 
encore 

(31 i»-"*-' 

Par suite, si roii remplace suecessivemeut le nombre entier m par le 
nombre pair a/«, et par le nombre impair un i, ou tirera des formules(a) 


(4) '■‘■" iii;', i^"~‘ :=r.i, /‘""-jin-i, :=r: - t- 

Eu egard à ces diverses formules, si Ion nomme f (i‘1 une fonction entière 
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d<! J (lélerniinfV par l'équalioii 

(5) f'(j) = <lo t rt , r 4- r»i rt,/'* + «„J* -* «il’ + . ■ 

tm aura encore * 


t(j) KO ~ "•J * rt* — rt, 4 - . . . 1 - (a I — rtj — «» — a, -h . . ■) i. 

Observons, au reste, (ju'on pouvait déduire iinmédiateiiu'nt les eipiiva- 
lenccs (4) et (6) des l'ormules (a3), (a6), (37) du premier para(;raphe , eu 
remplaçant dans ces formules le nombre n par le nombre a , et la lettre x pat 
la lettre i. Observons, de plus, que la formule ((>) peut être étendue au cas 
ou , le second membre de réquation (6) étant composé d'un nombre infini 
de termes, la fonction f(/) serait, en vertu de cette équation meme, la 
soiinue d’une série convergente ordonnée suivant les puiss^iiiccs ascendantc- 
et entières 'de la variable /. 

Si la fonction t {/) est le produit de deux facteurs linéaires 
a -t- ëi, y + (?/, 

il sera facile de la développer suivant les puissances ascendantes de i. On aura, 
en effet, 

(7) (a 4 - ëi) (7 + o'i) = ay 4- (ao' 4 êy)i 4- 

et, de meme que l’équation (5) entraine ré<|uivalence (G), de même I équa- 
tion {7) entraiuera la formule 

(8) (a 4- êi) (7 4- o't) ay — éo' 4- («d 4- 6y)f. 

Si, dans l’équivalence (7)^011 réduit le biiiôuie 7 4- d/ à la forme a — S/, 

elle donnera 

(9) (a 4- Si) (a — 61) ' — a’ 4- S’. 

Ajoutons que, si dans la formule (8), on change le signe de la variable /, 011 
trouvera 

(10) (a — ëi) (7 — d /) ay — 6d 4-.{ao' » 67) i. 

Enfin, si fou Combine entre elles, par voie de imiltiplicatiun, les éipiiva- 

lences (8) et ( 10), ou eu conclura , eu égard à la formule 

(11) (a»4-S»)^y'4-d*):=^ (a-/- Stf)' + (ad4-Sy)’. 

l) ailleurs, les deux membres de la formule (11) étant indé|iendanls de i, 


. • 


/ 
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cfiïncidetil avec les restes qiion obtient, en les divisant aljjébriqiiemeiit 
par / ’ I . Donc le sifjnc employé pour indiquer l'é{;alité des restes, 
pourra être remplace, dans la formule (i i) , par le si(jne =, et cette formule 
pourra être réduite à l'équation 

(la) ' («’ -s- (■/= -4- <?>) = («y - êd)» -t {ad -4 Sy 

qui , lorsqu'on attribue des valeurs entières aux quantités a, ê, y, d, loiimit , 
comme I on sait, la proposition suivante : 

Si l’on muhiplie l’nn par l’autre deux nombres entiers dont chacun soit 
la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux 
carrés. 

On vient de voir rpie, dans la lorinule(i i), on peut remplacer le signe 

jiar le signe En général , comme dans toute équivalence relative au divi- 
seur -t- I, le signe indique l’égalité des restes qu’on obtient eu divi- 
sant deux fonctions entières de i par f* -t- i , il est clair que si les deux 
membres de l'équivalence se réduisent à des fonctions linéaires de i, on 
pourra remplacer encore le signe ' — ' par le signe = , et réduire ainsi l'é- 
quivalence proposée à une équation véritable.. 

Considérons maintenant l'une quelconque des équivalences algébriques 
qui se rapportent au diviseur i’ -+- i. Si, après avoir fait passer tons les 
termes dans le premier membre, et réduit ainsi l’équivalence proposée à la 
forme 

(.3) f 

on nomme f» -t- c ,i le reste de la division algébrique de f ( » ) par i ’ -4- 1 , 
l’équivalence (i3), transformée en une équation véritable, pourra s écrire 
comme il suit : 

(l/() c„-t- c, / = O. 

D'ailleurs, l'équation i i4) devant subsister, quel que soit i , on en tirera d’a- 
bord, en attribuant à i une valeur nulle, 

(15) c„ = I. 

De plus, tle la formule ( 1 4), jointe à la formule ; i5), on tire, quel que soit i, 

c, i = O , 

et, par conséquent , 

(16) , c, = O. 
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L'équivalpiicc (i 3), substituée à une équation ima(;inairc quelconque, en- 
traînera donc toujours avec elle deux équations réelles ( t ft) et (t6), que Ion 
obtiendra en éf;alant à zéro la partie constante et le coefficient de i, dans 
In reste de la division f(») par i’ -e- i. Les deux équations réelles dont il 
s’aRit sont précisément celles que l'on considérait comme pouvant être sym- 
boliquement représentées par l’équation imaginaire à laquelle nous avons 
siibstilné l’équivalence (i3). 


^ III. — Usage des r<jaivaUnre$ algébriques dans la trigonninctrie et dans Vanalrse ite% 

sections angulaires^ 

Si, dans la formule (8^ du paragraphe précédent, on remplace les binômes 
a 4- é/ , 7 4- &i 

par des binômes de la lorme . 

cosx 4 isiiijr, cos^- isin_^, 

elle donnera 

(coftX 4- isin a:) (cos_7" 4- »sin_^) ~ — ' cosj: cos^ — sinx sin^T' 

, 4- i (sinxcos^ 4- sin^T" cosx, 

, 0 U( ce qui revient an même , 

(i) feosx 4 - isiiix)(cos/ 4- i sia_;-) cos(x -t-y) + tsin(x -!- jr). 

(>D peut donc énoncer la proposition suis ante : ' 

T/iéorémc. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur (’ 4- I, au produit d’un binôme de la forme 

cos X 4- ( sin X 


par' le binôme semblable dans lequel celui-ci se transforme quand on rem-' 
place X par il suffit de remplacer, dans le premier binôme, l’arc x par la 
somme x + 

Corolhtire. .Si, apres avoir obtenu la formide(io), on multiplie les deux 
membres di; cette formide par un troisième binôme de la forme 

cos Z - I sin Z, 

« 

alors, en ayant égard au ibéoreme énoncé, on trouvera 


(cos X 4 - i sin x) (cos j' / sin (cos : 4- i sin z) 
— • cos (x 4- 4 - s) 4- /sin (x 4 ^ 4 - z). 


i>. fT/ln. ci de mtiih.f.T. IV. Uvf.î 
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Il y a plus; en op<^rant plusieurs fois de semblables multiplications, on 
déduira évidemment du ■"théorème la proposition suivante : 

a' Théorème. Pour ol)tenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur I, au produit du binéme . 

cosa" -I- /' sin a; 

par les binémes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand ùii 
remplace x par r ou par 2, . . . , il sidfit de remplacer dans le binôme pro- 
posé l'arc X par la somme 

X 4- _/ -+ s + 

CoroUaiie. Si, dans le a' tbéorcme, on suppose les arcs x, z, . . . tous 
éf[aux entre eux, alors, en dési(;nant par n le nombre de ces ai'cs, on verra leur 
somme se réduire au produit nx, et l'on obtiendra la proposition suivante: 

y Théorème. Si l’on divise la puissance du binôme cos x 4 - jsin-i 
par f ‘ -I- I, le resie de la division sera cosnx /sin nx. 

Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, l'énoncé du théorème 
de Moivre. Ajoutons qu'en vertu des conventions adoptées , ce théoième sera 
exprimé analvtiquemeni par la formule 

1 (cos X 4 - i sin x f cos nx 4- t sin nx. 

Voyons maintenant quelle est l'équivalence algébrique qui doit être sub- 
stituée à la relation découverte par Kuler, entre les sinus et cosinus et les 
exponentielles imaginaires. 

On prouve aisément que rexpouentielle e-' peut toujours être développée 
en une séide convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes déx, 
à l'aide de la formule 


■J, , ^ X- X- . 

» d} e-* ï= I 4- - 4- -X 4 5 4- . . . , 

' ' I 1 .3 1 .2.3 

eu vertu de laquelle peut être codtiâêrée comme une fonction entière 
de X, composée d'un nombre inhui de termes. 

D’ailleurs, si , dans la formule (’i) , on reiuplâëe x par /x, un eu tirera 

(4, 

Cela posé, la formule ( (>) du panU^^^j[Ui^édenl donnera 

, 5 ; 


fl. 

I . . 3 . 4 / \ I I . U , 3 / 


« 
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Mais, d'antre pari , on établit aisément les équations 


(fé 


COSÆ =: I — 


sin X = — ■ 


i.’ji.SJ 


.7.3 


Donc la formule (5) donnera siinpleinciil 

( 7 J f ^ cos X -t- ; sin x . 

\ * 

et I 011 f)onrra énoncer la proposition suivante : 

■Y Théorème. Si l'exponentielle e'-*, développée suivant les puissances 
ascendantes de i, et considérée, dés lors, comme une fonction entière de i, 
est divisée algébriquement par le binéme t’ -+- i, le reste de la division sera 
procisément le binéme 

C08X -t- 1 sinx. . ■ . 

Tel est , dans la théorie des équivaleuces algébriques, l'éiiüiicé du théorème 
d'Eulor, qui, d’ailleurs, se trouve implicitement renfermé dans la formule ( 7 ). 

Il importe d'observer que 1a transformation des formules de Moivre et 
d’Euler en équivalences algébriques n’erapèche point de tirer de ces for- 
mules toutes celles qu'on en déduit ordinairement. Ainsi , par exemple , 
veut-on tirer de la formule (a) les valeurs de cos nx et de sin nx exprimées en 
fonctions entières de sin x et de cosx? Il suffira d'observer qu'en vertu d,es 
formules (5), ( 6 ) du § II , l'équation 


(rt hiY = fl" hi -H 

entraiiiera l'équivalence 


— -h . . . 


f8' 




-h bi 




t Ina 


■ .7 

«-1 « (« • 






f .a. 3 






et# ^'eu égard à cette dernière , dans laquelle on peut remplacer a et h 
et sin X, la formule (a) donnera ^ 



V 




,gos nx + I sut nx : 


_ /j{n — 1 ) -, . , 

:cos^x cos"“* j: sin* j: -h . . . 




•t {n cos" 


'xsinx ^ — ^cos 

I 2.3 


î3. 
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Or, les deux ini inhi'es do l’équivalence (g) étant des facteurs linéaires de i, 
coïncideront avec les restes de leur division par i’ i. Donc le signe ' — . 
employé pour indiquer l'égalité des deux restes, pourra être remplacé, dans 
la formule (g) , par le signe = , et l'on aura encore 

• I, ayt—i) , . , 

cos njr -h I siu rw = cos x ^ ' cos" ’ x sin’ x + . . . 

I . 2 

H- t (n ros X siux — cos * x sur x . .J. 

' 1.2.3 

Ajoutons que, l'équation !io) devant subsister [Jour une valeur quelconque 
de f, et, par conséquent, pour # = o, les partie? indépendantes de i dans les 
deux membres devront être séparément éfpiles entre elles. Doue réquation(io) 
entraînera les deux équations distinctes 

COH wx = cos^'x i cos"^*xsin*x -t- . . . , 

1 .2 

_ , . fl i'n — f) (/t — 2 } _ , . , 

sin rue = wcos"“*xsinx --s ^ cos"“’ xsitr X’ . 

1.2.3 



§ IV. — Sur 1rs moduirs et tes arguments des hinâmrs de ia formt a <5f.. * î 

On s’assure aisément que tout binâme de la forme 

a 4- êi ' * 

peut encore être présenté sous cette autre forme > 

/■(cost 4 - isint), 

r étant une quantité positive. Kn effet, pour que les deux expressions 
a 4- êt, r(cost 4- isiiit) 

représentent une seule et même quantité, quelle que soit d ailleurs la va- 
leur attribuée à i; ou, en d autres termes, pour qnc i restant indéterminé, ^ 

on ait toujours 

( I ) a 4- ê I = r (cos t -I- i sin t ) , 

il suffît que r et / satisfassQnt aux >tcux équations 

( 2 ) «=rcos/, f = rsin/. 

Or on peut y satisfaire en posant 

(3) " r=(a»+Ê=iS 
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et prenant ensuite pour t l'un (quelconque des arcs dont le sinus et le cosiuus 
sont (léteruiintis par les formules ' . 

(4) ■ *' . cost = -> siut = -s 

qui peuvent ’élr'e vériÊi-es simultanément, puisqu'un eu tire, eu égard à la 
formule (3), ••• ' 

(5) ^ cos’ / -H sin’ < = I . • 

I.a valeur positive de r, fournie par l’éqiiatiuii (3),. est ce que nous aq>pel- 
Icrons le module du binôme a i - ët. l/arc <, déterminé par les formules (4), 
sera i'arÿument du même binôme, ü’aillf-u'rs le module r, correspondant a 
des .valeurs données de a, ë, offrira évidemment une valeur unique déter- 
minée par l'équatioii (3), tandis que l'argument t, déterminé par je système 
des équatiims (4)« offrira une inliilité de vabmrs reprc$cnt(':cs p^r les divers 
termes d’une progression arithmétique dout la raison sera la circonférence 
correspondante au rayon i . ■ . 

Si le module du binôme a -h Si ne r<kluit k zéro, l'équation 

(6) ... r=o, 

(|ue l’c(u pourra pr^enter sous la forme ‘ • 

.a’4-.ê’ = o, 

'cntrtiik'ia néce ent In deux suivantes : 


"t'. 


xÿo,. g = o, 


, (H l'di^arrivcrait (^coreiantc nfimes conclusions, en parlant soit des é<|ua- 
• tîôns •‘de 1a formule (i)? Ainsi, pour que, dans un binôme de lu 

tÔ’rm^a th iü, les déni parties s'évanouissent, ou , en d'autres termes, pour 
que ce bi^afé t'évanouisse ,'f|nel que s(5it i , il suffit que le module rse réduis* 
àzém. ~ s . ^ 

"Si, au lieu djil* seul binôme a + ë/’, on considère deux binômes de la 
même forme , sav^i^ ‘ 

* a + êi et y,-)- d/, 

et si l'ori uomnie r, r ' les modules de ces deux binômes, en sorte ipi'on ail 

,=(a« + g.yi, 

la 'omrae des deux binômes, savoir • - • . . 

.a -I- 7 + (ê -f 


y s 


f 
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aura ^loiir module liMiuantitr 
+ 6 )’ + (y-f- 
tandis que leur différence- , 


n . 

■5'. 


t 


‘ ^«ir ïJ 

<^fS» . , , W‘ ^ 

^ , aura pour module I»- quautiu- 41 


— i'i 


((« — =j{/ * -K >'• — a(ctê — y<^)]i’* 

Mais, dautre pari^en remplaçant — 0' dans la formule (1 1) du § Il 

on en tirera * " 

Ê<?)‘ -H (*o' - Sy)’ 


et l’on en ci^clura'^ ^ , 

,«y-?d)» < («» + g*) 

ou, ce qui revient au meme, - 

(«y -t- êJ )></■» r;». 

• » 

Donc, par suite, la valeur nuniériqiie de la somme 

■> 

- * «y 

sera inférieure au produit rr', et les mod^^ d«ii^leuÿ|pDôm| 
a -I- y -I- (g -I- J) ^ 

serout tous deux compris entre la Jiinile inférieéing^^fliill ^ . T* 

> i 1 

[r* — ht' -t- t.-'*-]* = ±1 (r — ^ 7 ■ 

et la limite supérieure 

% 

Kn conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : • • j 

1" Théorème. La somme de deux binâmes de la forme 



est, ainsi que leur différence, un nouveau binôme de la même forme, qui 
offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules. 
Si l'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binômes de In 
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forme an- €i, aïoli on déduira immédiatement du i" théorème la propn- 
sitiou sfttMnte : 

a' T^^rème. La adnunc de pliuieiirs binômes de la forme a H- êf offre 
un mo inférieur à la somme de Icui-s modules. Si d'ailleurs, parmi les 
blnôidesdon'fiés, il en existe un dont le module r soit supérieur à la somme s 
des'iAodules'de tous les autres, la somme de tous les binômes offrira im 
ritofRlIe .supérieur à différence r — s. 

Pour abréger, nous appellerons module et argument d'une tonetion en- 
tière de i |e module et IWgunient du reste que Ion obtient quand on divise^ 
cette foiiction par /’ -l- i: Cela posé, toute fonction entière de i offrira tou- 
jours UD module unique et une infinité d'arguments représentés par les 
ilivers termes d'une progression arithmétique , dont la raison sera la circon- 
férence 2 a. D'ailleurs^ les i" et a* théorèmes entraineront évidemment les 
propositions suivantes ; • 

3' THiorhntç. I,a somme de deu.s fonctions eutières de i offre, ainsi que 
uiodi^.'éômp entre la somme et la différence des 
modules fonctions. *" ' 

4' Théorème. I,a somme de plusieurs fonctions entières de i offre un 
module inférieur à la somme de leurs modules. Si d’ailleurs, parmi les 
fonctions données, il en existe une dont le module r soit supérieur à la 
somme s des modules de toutes les antres, la somme de toutes- les fonrlions 
offrira un module su(iérieur à la différence r — s. * 

.Si l’oii niiilliplic l’un par l'antre deux binômes de la forme 

a ■+ €i, ■•/ + â i , 

on aura,q-omnie on l'a vu dans le jj II, non-seulement ^ 

(8) * . H- Si) (7.^-1- aS — yd -t- ^ad + Sy)/, 

mais’ encore 




(y* -I- d?) --- (aS — yd)“ + («d -t- Sy)*. 


* • 

Si, d’ailleurs, on noniiiie , rr' les modules des detu binômes 
- « -s- S I , y + d I , • 

5 

et V le module du produit de ees binômes, la formule ( 9 ) pourra s'écrire 
comme il suit : 


(10) 


r'r" 
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(..) ... rr’ = ^. 

Doiip te pmduit liu moitule des deux^hinômes de ta Joniie a. + êt est égal an 
inadule de leur produit. 

An reste, ccttp tlcrniére proposition, et plnsieurs autres qui s’en dédui- ' 
sent, peuvent encore être fati|emeiil démontrées de la manière suivante : 

lin vertu de la formule (7'j du para(»ra[»lu: précédent , on aura 

« 

(la) cos/ + /.siut >r'e"; 

et, en conséquent e, l’équation 1 ) entrainera toujours avec elle l'équivalenee 

a V êt :=^re", » 

dans laquelle / désigne le module et / rarguruent du binôme a êi.. Ce 
lunôme pouvant d'ailleurs être le reste qu’on obtient quand on divise j»ai 
-P I une fonction entière quelconque de i, la formule ( 1 3) entrainera évi- 
demment la proposition suivante : ■ - 

5 '' Théorème. Lorsqu’on prend pour diviseur algébrique le binôme i’-f- 1 , 
une fonction entière (luelconqiic de / est équivalente au produit de son mo- 
dule r |>ar rexponcntielle népérienne e", dans laquelle t désigne l’argumeni 
J de cette fonction. , . 

Gomme, étant données plusieurs expressions de la forme 

re", r'e" , rV'',..., ■' V 


le produit de ces expressions sera 
, • rr'r" . 

tandis que la puis.sancc de la pi-emiere sera^ 


rr'r" . e* t<*r 
- 1 


le 5 ' théorème entrainera encore évidemment les propositions suivantes: 

6' Tlitiorèine. I.e produit de plusieurs fonctions entières de l’indéler- 
niinée i a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la 
somme de leurs arguments. 

7' Théorème. La n'""’ puissance d’une fonction entière dé./ a pour module 
la pui.ssancc du module de cette fonction , et pour argument le produit 
du nombre ti par l’argument de la même fonction. 
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le module d'une quantité a indépendante de In variable i se ré- 
duit à la valeur numérique a de cette même quantité, le 5 ' théorème coni* 
prend evideminent la proposition suivante : 

iS* Théorème. I<e produit d'une fonction entière de rindétenninée i par 
iii(c quantité a indépendante de i a pour module le produit du module de la 
lonciiou par la valeur numérique a de la quantité a. 

Observons encore que de la formule (i 3 ), on tire noU' seulement l'équiva- 
lence 

(i4) _ {a + îi'f:=^r''e'“\ 

qui s’accorde avec le 7' théorème, mais encore, eu éjjard à la formide (1 2), 
l'équivalence 

(t 5 ) (a êi)" r"(cos /!/ -l-/sinnt), 

à laquelle on parviendrait aussi en élevant à la puissance chaque 

membre de la formule (i), et en ayant égard k la formule (a) du paragraphe 
précédent. 

Supposons maintenant que l’on pose, pour abréger, 

(16) . x=a-t-ê/. 

Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t l’argument du binôme 
a -t- ê J ; 

r cl r" . 

seront les modules respectifs des quantités 

jr et x", 

qui vérifieront les formules ' 

(t'7) X :=^re“, 

(18) x" 

Soit encore f(x) une fonction entière de x, du degré «, en sorte quon ait 

(19) f(x) = rt„X" + fl,x"-' -I-. . .-F «,_,x -F fl„. 

Knfîn, désignons par 

les valeurs numénr|ues des coefficients 

^«-1» ^Jl- 

Ci. il Au. tt *• l‘h I. ".II*., T. IV. ( 40 * U»t.) * 4 
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Les divers termes de la (onction f(a?) déterminée par l’équation (i4) auroiii 
pour modules respectifs les quantités positives 

(ao) ao r", r'* 

I 

qui sont respectivement égales aux produits du facteur r" par les divers 
termes de In suite 



D'autre part, la fonction 

f(x) = f(« -H êt), 

étant divisée par le binôme f’ + i, fournira un reste de la foruie 

1» + Q/, 

que l’on pourra réduire à la forme 

H (cos T f - 1 sin T) , 

en nommant K le module delà fonction, déterminé par la formule 
(aa) R = vi»-QS 

et T l’argument de la même fonction, déterminé par le système des ilenx 
formules 

(a3) cos T = ^ 1 sin T = 

Observons mainlenaul que, pour de très-grandes valeurs de r, les termes de 
la suite (a t) étant tous très-petits, à 1 exception du premier, celui-ci surpas- 
sera, si r est suffisamment grand, la somme de tous les autres. Aloi-s aussi le 
produit de a„ par / ou le premier terme de la suite (ao), surpassera évidem- 
ineut la somme des autres termes de la même suite, puisque cette seconde 
somme sera équivalente au produit de la première par r". Cela posé, on 
conclura immédiatement du 4' théorème cpie le module R de la fonction 

f(je', = f(a (- êt) 

est non-seulement inférieur à la somme 

aoC"-f a, r"^' H- . . . -t- a,_,r-s- a,. 


Digitized by Google 



t 


. ‘ ( '07 ) . 

niai'>.encoro supérieur, pour »les valeurs de r suflisnrament (jrandes, à la 
différence 

a„r"— y,a.r" a,_,r.u„), 


e» sorte qu'on a, p'ôur de très-(;raudes valeurs de lu 



f)r, le seuond membre de la funimie ^a4 ; élaul le produit du facteur r" par 
la différence - 



qui s approche indéfiniment , pour des valeurs croissantes de n, de la Jimile a„, 
mi peut affirmer que, le module r venant à croître, le module R deviendra 
infiniment {;rand , en même temps que r". On peut donc énoncer la propo- 
sition suivante; 

9* T/iéo?ènie. Supposons que, pour abréger, on désigne par la seule 
lettre X le binôme u H- ëi, dans leipiel i désigne une variable indéterminée. 
Soit d'aillfiirs f(x) une fonction entière de x composée d’un nombre fini de 
termes. Si l’on fait croître indéfiniment le module r de la variable x, le mo- 
dule K de la fonction f(x deviendra infiniment grand, pour des valeure 
infiniment grandes de r. 

§ V'. — .Sur la ittbttitHtion des racines des éffiuvalenee^ algébriques aux racines imaginaires 

des équations. 

Soit, comme dans le paragraphe précédent, ffx) une fonction entière du 
degré n , en sorte qu’on ait 

f (x) = fl„x" -4- rt, aé’-' -I- . . . -t- fl„_, X -I- a, , 

les coefficients üo, a, a„ étant des quantités réelles. Les vaieuis réelles 
de X qui satisferont à l’équation 

(0 f(xi=o, 

>ont ce qu oi! appelle les racines réelles de cette équation. D’ailleurs le 
nombre de ces racines sera quelquefois égal, sotivent inférieur an degré n 
de l’équation i et même, si ce degré est un nombre pair, toutes les racines 

14. 
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réelle» pourront disparaitre à la fois. Mais si , en posant 

(») _ jr r= a -(- êt, . 

on remplace dans la formule (i) le si];ne = par le^signe ü;, cette fcd-nnilc, 
réduite à l’équivalence ' • 


( 3 ) 


f (x) O , 


aura toujours des racines, c'est-à-dire qu'elle pourra toujours être vérifiée 
par des valeurs de x de la forme a -H êi. En d''autres termes, on pourra 
toujours trouver des systèmes de valeurs réelles des quantités a et 6, pour 
lesquels se vérifie la condition 

(4) f («.-+- St) i=:; O. ' - ' 

♦ *1 . 

Il y a plus; le nombre des racines de l'équivalence (3) seia toujours égal à /t, 

et l’on peut énoncer les propositions suivantes: - -• 

i" Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles attribuées au.x. coef- 
ficients 


l’équivalence (3) a toujours n racines, et n’en saurait avoir un plus grand 
nombre. 

a* Théorème. Si l'on désigne par ar, , x,, . . . , .x, les n racines de l’équi-. 
valence (3), le polynôme f (x) sera équivalent au produit des facteur» ^ 
linéaires 

x-x, , X— X,,..., X,, 

en sorte qu’on aura 

(5) f (x) iri (x - X,) (x - X.) ... (x - x„). 

3* Théorème. Lorsque, dans une équivalence du degré n, le coefficient 
du premier terme est réduit à Tunité, les coefficients ti, , a,, . . ., «„ du 

deuxième , du troisième, du quatrième, . . . , du dernier terme, étant pris al- 
ternativement avec le signe — et avec le signe -i-,sont respectivement égaux 
à la somme de» racines, ou aux sommes des produits qu’on obtient en mul- 
tipliant ces racines deux à deux, trois à trois, etc., ou enfin au produit de 
toutes les racines. ^ 

On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et même les 
étendre au cas où cliacuh de» coefficients compris dans la fonction entière 
f (x) serait remplacé par un binôme de la forme a si l’on part des 
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principes établis dans le paragraphe précédent, surtout dans le § IV, et >t 
l’on suit d'ailleurs la inarclic que j’ai adoptée , dans le IV' volume des Exer- 
cices de Mathématiques , en démontrant les propositions correspondantes de 
la tlicoric des équations. Pour que les démonstrations données alois de- 
viennent applicables aux propositions nouvelles, il n'y a presque autre 
eho^e à faire que de remplacer le signe = (lar le signe — et les mots 
équations, égal, etc., par les mots équivalence, équivalent, etc. 

ün voit maintenant quelle idée ou doit .se former de ce qu'on appelait les 
racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle théorie, clics deviennent 
des racines réelles d'équivalences algébriques. Ainsi, par exemple, celte 
proposition que {'équation binôme 

X* 4- I = O 

a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la 
/oriAule 

v'a 

i étant une racine carrée de — i, devra s’énoncer dans les termes suivants; 
l 'équivalence 

' • ; JT* -I- I — O 

a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la Jormule 

± 1 ± / . 

■ ' ' ~ 1 ^' 

En d’autres termes, si l'on prend pour x l’une quelconque des quantités 
comprises dans la formule ’• '* 

± I ± I 

X* -h I sera divisible algébriquement par i’ -t- i . 

IjOrsqq,e,dans une racine x = a -i- 6/ de l’équivalence (3), le coefficient ê 
se réduit à zérq, cette équivalence, réduite à la forme 

f(a)i=io, 

entraîne évidemment l’équation 

f(a) = o, 

par conséquent l'équation 

" f {*) = O- 

On peut donc énoncer la proposition suivante ; ■ 
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4' Thèoième. Parmi les racines de l'équivalence (3), celles qui sont iodé- 
pendaiites de i sont en même temps des racines réelles de l'équation (i). 

Il est bon d'observer que le binôme i’ i ne variera pas si d'on chanQc 
i en — i. Cela posé, si, les coefficients rt, ,. étant indépendants 

de /, on satisfait à l’équivalence (3) par une racine x de la forme 

a -t- ê t . 

il est clair qu on y satisfeia encore par une racine jr de la forme 

a — 6i, • 

puist|ue, pour déduire cette seconde raetne 'de la première, il suffit de 
changer i en — i. Donc, si en adoptant le langage généralement admis, on 
appelle conjuguées deux expressions de la forme 

a ê/', a -t- ë/, 

on pourra énoncer la proposition suivante: 

â'' Théorème. Lorsque dans la fonction f(x) les coefficients sont très- 
m<lépendants de /, celles des racines de l’équivalence (3) qui ne deviennent 
pas indépendantes de i sont en nombre pair, et ces mêmes racines, prises 
deux' à deux, sont conjuguées l’une à l'autre. 

lin V‘ théorème ou peut immédiatement déduire la proposition connue, 
ipu s’énonce dans les termes suivants : 

b' Théorème. Si dans la fonction entière f (ar) les coefficients sont tous 
indépendants de i, cette fonction sera décomposable en facteurs réels du 
premier et du second degÆ: 

l/orsque la fonction ((x) cesse d'être algébrique et devient transcendante, 
les racines de l'équivaleuce (3), c’est-à-dire les valeurs de x, de la forme 
7 — êi, qui vérifient cette équivalence, rcpré.seiitent encore Ce qu'on appe- 
lait lc> racines réelles ou inuiginaires de l'équation (3), savoir : le,-, racines 
réelles quand ces valeurs deviennent indépendantes de i, et les racines ima- 
ginaires dans le cas contraire. Alors aussi les théorèmes qui se rapportaient 
aux racines des équations lran.scendantes, se transforment en théorèmes re- 
latifs aux racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations que 
l’on donne des premiers s'appliquent ordinairement aux autres, moyennant la 
substitution du signe ^=:: aux signe =, et des mots équivalence, équiva- 
lent, etc., aux mou équation, égal, etc. 
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i.»9 

PROGKKSSIONS DES DIVERS ORDRES. 


I.rü prngrcisioiis soiil les premières séries <|ui aient hxé l aUcnlioit «les 
(jéoiriètres. Il ne pouvait en être antrimienl. Diverses suites, dont la consi- 
dération se présentait naturellement à leur esprit, lell«is que la suite des 
nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des nombr«?s impairs, 
offraieut cela de commun, que les divers termes de chacune d’elles étaient 
équidifférents entre eux; et loti se trouvait ainsi conduit à remartpier les 
progressions par diljerence, autrement appelées pmgressions arithnuitiifiie* . 
De plus, en divisant algébriquement deux binômes l’un par l'autre, ou même 
en divisant un monôme par un binôme, on voyait naitre la progression par 
fjuoüent, autrement appelée progression géomélriipte, «pii offre le premier 
exemple d'une série «rrdonnée suivant les puissances entières d’une même 
quantité. 

Kn réalité, une piogression arilhmétique n'est autre chose (pi'un*e sérié 
simple dont le terme général sc ri'uluit à nue fonction linéaire du nombre «pii 
exprime le rang de ce ternie. 

Pareillement, une progression géométrique n'e.st autre chose qu'une série 
simple, dans laquelle le terme généi'a! se trouve représenté par une e.xpo- 
nentiellc dont l’exposant se nîduit a une fonction linéaire du rang de i-e 
nicine terme. 

Il en résulte qu’une progression géométrique est une série simple dont 
l«î terme général a pour logarithme le terme général d’une progressmn 
arithmétique. . 

Il y a plus; de même qu'en géométrie on distingue des paraboles de 
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divers ordres, de même il semble convenable de distinguer en analyse des 
progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra natiirelle- 
raenl appeler progression arithmétii/ue de l’ordre m une série simple dont 
le terme général sera une fonction du rang de ce terme , entière et du 
degré m. 

Pareillement, il paraît naturel d’appeler progression géométrique de 
l’ordre m une série simple, dans luipielie le terme général se trouve re- 
présenté par une exponentielle dont l'exposant est uue fonction du rang 
de ce terme, entière et du degré m. 

Cela posé, le terme général d’une progression géométrique de l’ordre ni 
aura toujours pour logarithme le terme général d’une progression arithmé- 
tique du même ordre. 

lies dcRuitions précédentes étant admises, les progressions arithmétique 
et géométrique du premier ordre seront précisément celles que l'on avait 
déjà examinées d’une manière spéciale, celles-là même dont les diverses 
propriétés, exposées dans tous les Traités d’Algebre, sont parfaitement con- 
nues de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques. 

Ajoutons que les progressions arithmétiques des divers ordres , quand on 
les suppose formées d’un nombre fini de ternies, offrent des suites que lés 
géomètres ont souvent considérées, et que l'on apprend à sommer dans le 
oali ul aux différences finies. Telle est, en particulier, la suite des carrés des 
nombres entiers; telle est encore la .suite des cubes, ou, plus généralement, 
la suite des puissances entières et semblables de ces memes nombres. 

Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en raison des propriétés 
dont elles jouissent , méritent surtout d’étre remarquées, sont les progressions 
géométriques des ordres supérieurs au premier. Celles-ci paraissent tout à 
fait propres à devenir l’objet d'une nouvelle branche d’analyse dont ou peut 
apprécier l importance en songeant que la théorie des progressions géomé- 
triques du .second ordre fournit immédiatement les belles propriétés des 
fonctions elliptiqii' s, si bien développées par M. Jacobi. 


4SALXSE. 

§ — Considemtions grnrmtes. . 

î'ne progression arithmétique n’est autre chose (|u’une série simple, dans 
laquelle le terme général n„, correspondant à l'indice n, se réduit à une 
fonction linéaire de cet indice, en sorte qu’on ait . pour toute Valeur entière. 
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positive, nullp mi iiégalivc de n. 

(il ii„ = a + bn , 

m 

n et h désijinant deux constantes délenninées. 

Pareillement, une progression ge'oine'irique n'est antre chose qu’une série 
simple, dans laquelle le terme général u„, correspondant à l'indice n, se 
trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonc- 
tion linéaire de cet indice, en sorte qu’on ait, pour tonte valeur entière, 
positive, nulle ou nc{;ative de n, 

■i) u„ = 

A, rt, /> désij'iiant trois constantes déterminées. Il est d'ailleurs important 
d'observer que, sans diminuer la généralité de la valeur de «„ fournie par 
l’équation (a), on peut toujours y supposer la constante k réduite à une quan- 
tité positive, par exemple, :i la base 

e = 3,7182818. . . 

des logarithmes népériens. 

tin étendant et généralisant ces définitions, on devra généralement ap|ieler 
progression nrithmétique de l'ordre m une série simple dont le ternie géné- 
ral u„ sera une fonction de l'indice n, entière et du degré m. 

Pareillement, il parait naturel d’appeler progression géométrique de 
l'ordre m une série simple dans laquelle le terme général u„ se trouve 
repré-senté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonction 
de l’indice n, entière et du degré rn. 

Ces définitions étant admises, le terme général u„ d’une progression 
arithmétique de l’ordre /«, exprimé en fonction de l'indice n, sera de la 
forme 


(3) 


u„ = a„ -t- fl, « -t- fl,n’ -4- . . . -i- flmW'", 


«n ri,, flm étant des coefficients constants, c'est-à-dire indépendants 
de n. " 

Au contraire, le terme général d une progression géométrique de l'ordre m 
.sera de la foi me 


( 4 ) 


,= A*-- 






et, par consétjuenl, il aura pour logarithme le terme général d’une progres- 
sion arithmétique de l'ordre m. 

Ex. d An- et àx eh fJlfllS./T. IV. (40* li¥r.) I 3 


m 

Digitized by Google 


f 11^ ) 


Si, pour abré(>er, on pose 

x„ = A*\ x, = A"',..., x„= A ‘~ , ^ 

1 équation (4) donnera 

(5) u„ = jjojr" Xj . . . x"J. 

Donc le terme général d’une progression géométrique de I ordre m peut être 
considéré comme équivalent au produit de m bases diverses 

x„, X,, Xt,...,X„, 

respectivement élevées à des puissances dont les exposants 

I, n, «“ 

forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison est 
précisément le nombre n. 

Si au coefficient x„ on substitue la lettre A", et aux bases jt,, or,, 
les lettres x,j^, tv,, alors on obtiendra, pour le terme général u„ d’une 

progression géométrique de l’ordre m, une expression de la forme 

(e'i u„ = A *"/■ ■ . . o"’" U'-*, 

et le terme particulier correspondant à l’indice « = o sera 

(7) «ü = A- 

Donc, si l’on nomme k le terme spécial qui, dans une progression géomé- 
trique, corrcspotid à l'indice zéro, le terme général correspondant à l'in- 
dice n sera, dans une progression géométrique du premier ordre, do la 
forme » 

• kx"; 

■ % 

dans une progression géométrique du deuxième ordre , de la forme 

kxy---, 

ilans une progression géométrique du troisième ordre, de la forme 

kx"f'z"\ 

etc. 

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression 
arithmétique ou géométrique peut être prolongée indéfiniment ou dans un 
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seul sens , ou en deux sens opposés. Si u„ représente le terme général d'une 
telle progression, celle-ci, indéRiiiment prolongée dans un seul sens, à partir 
ilu terme sera réduite a la .série 


ou à la série 


« 1 , «ï 




l.a même progression, indéüniinent prolongée dans les deux sens, sera 


. . . «_j, 


§ II. — Sur les modales et sur les conditions de etmvrrgrace des progressions géométriques 

des dieers ordres. 

(ionsidérons d’abord une progression géométrirpic de l'ordre m, dans la- 
tpielle le terme général correspondant à l'indice n, soit de la forme 

u„ -■ A"', 

\ désignant une quantité réelle et positive, et n une quantité enticre posi- 
tive, nulle ou tiégative. Si I on suppose cette progression prolongée indéfi- 
niment dans lin setil sens, à partir du terme «o = 'i die se trouvera réduite 
oti à la série 

t. A, A«-, 

ou a la série 

fa) I. A-**, A-»f, A‘->:' 

Üaiis le premier cas, le modidc de la progrc.ssion sera la limite vers laquelle 
l’onvergcra , pour des valeurs croissantes du nombre n, la quantité 

Uans le second cas, au cnntraire, le module de lu progression sera la limite 
vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes dit nombre n, la 
quantité 

blnfin, si l'on suppose la progression prolongée indéfiniment dans les deux 
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setis , on obtiendra la série 

(3) A'-»'*, A' I, A', A»", A»*,..., 

dont les deux modules se confondront, l’un avec le modnle de la série (i), 
l'autre avec le module de la série (a). D'ailleurs ces deux modules, c’est-à-dire 
les limites des deux expressions 

A"*"', A'-"’""', 

t 

se réduiront évidemment, i° si l'on suppose m = i, aux deux quantités 

A et A~'; 

a” si I on suppose m impair, mais différent de l'unité, aux deux (|uantités 

A”, A-®; 

3" si l'un suppose ih pair, à la seule quantité 

A” . 

Ajoutons que l'on aura encore, i“ en supposant A < i, 

A®=o, A“®=QC; 

a° en supposant A > i, 

A® = oc, A-*=o. 

Il est maintenant facile de reconnaître dans quels cas les séries (i), (a), (3) 
seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfiniment pro- 
longée dans un seul sens, est convergente ou divergente suivant que son mo- 
dule est inférieur ou supérieur à l'unité. De plus, quand la série se prolonge 
indéfiniment en deux sens opposés, il faut substituer au module dont il s agit 
le plus grand des deux modules, et l'on peut affirmer que la série est alors 
convergente ou divergente, suivant que le plus grand de ses deux modules 
est inférieur ou supérieur à l’unité. 

Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus les 
propositions suivantes : 

i" Théorème. Soient A uue quantité positive, et m un nombre impair 
(pielconquc. La progression géométrique 

I, A. A»-, A*',..., 

dont le modnle est A ou A°°, sera convergente ou divergente, suivant que 
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la Ijasc A sera inférieure ou supérieure à l'unité. Au rontraire, la progression 
géométrique 

I, A-, A-»‘, 

dont le module est A~' ou A~“, sera convergente ou divergente, suivant 
que la base A sera supérieure ou inférieure à l'unité. Quant à la progres- 
sion 

...A->', A-’*, A-, I, A, A>-, A>’ 

qui eoiuprend tous les termes renfermés dans les deux premières, et se con- 
fond avec la série (3) , elle ne sera jamais convergente, attendu cjuc scs deux 
modules, étant inverses l'un de l'autre, ne pourront devenir simullanémeni 
inférieurs à l'unité. 

Si in désigne un nombre pair, on aura non plus 

A'-»'= A-"', 

mais 

A A"'. 

Donc alors la série (a) ne sera plus distincte de la série (i), et la série (3'i, 
réduite à la forme 

...A>’, A*’, A, I, A>-, A>',..., 

offrira deux modules égaux entre eux. Cela posé, on pourra évidemment 
énoncer la proposition suivante ; ^ 

2 * Théorème. Soient A une quantité positive et m un nombre pair quel- 
conque. La progression géométrique, qui ofirira pour terme général A“”, 
étant prolongée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés, 
sera toujours^ convergente si l’on a ^ 

A<i, 

et toujours divergente si l’on a 

. A>i. •“ 

Considérons maintenant une progression géométrique, et de l’ordre //(, 
qui ait pour terme général la valeur de u„ déterminée par l’équation 

(4) 

le nombre des variables 

ar, y, Z,..., e, iv 


Digifized by Google 



{ 1 18 ; 

i‘laiit [>rt;ci«;menl (»){al à m. Soient, d'ailleurs, 

X, y, ■ . ,* V, w 

le- modules de ces mêmes variables, et k le module du coeffieieut k. Si Ion' 
uommi- u„ le module de u„, on trouvera 

5 i U, = kx" y"’ z"' . . . v"" ' w"". 

ou. ce i(ui revient au meme, 

•H) u„ = N"', 

la valeur de N étant 

I I I I i 

^7) N =: x-^ y"—’ ... V" w. 

IJ autre part, la progression géométrique que l’on considéré étant pro- 
longée indéfiniment, nu dans un seul sens, ou en deux sens opposes, offrira 
un ou deux module.s représentés chacun par l’une des limites vers lesquelle^ 
convergeront, pour des valeurs croissantes de n, les deux expressions 

I ■ 

(uj", (»-«)"• 

M ais, pour des valeurs croi.ssautes de n, la valeur de N déterminée par la 
formule {7), et celle qu’on déduirait de la même formule en y remplaçant 
rt par — n, convergent généralement x^'rs la limite w. Donc, eu égard à la 
formule (6), les limites des expressions 

I I 

seront généralement les mêmes tpie celles des expressions 

w"* w 

• I- 

En partant de cette remarque., et raisonnant comme dans Ic'cas ou le terme 
général de la progres,sion géométrique se réduisait à 

A»-, 

on établira immédiatement les deux propositions suivantes : 

8* Théorème. Soit m un nombre impair quelconque. La progression géo- 
métrique et de l'ordre m . qui a pour terme général la valeur de «, déter- 
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K„ = z"‘ . . . 

étant protonf'ée indéfiniment dans les deux sens, offrira {jcnéralemeut deux 
modules inverses l'un de l’autre, et sera par conséquent divergente, à moins 
que le module w de la variable w ne se réduise à l'unité. I.a même progres- 
sion, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partir du terme 

u„ = k, 

et réduite ainsi à l'une des séries 


■8) k, kxyz...i’w, kx^ jr‘ z" . . . v’" ' i” . . . u*" ‘iv’",.. , 

(9^ k,kx-'j7r'...viv-\ '.e- ’* 

sera convergente , si le module du dernier des facteurs <pii renferme le 
second terme reste inférieur à l’imité. En conséquence, w étant toujours le 
module de la variable tv, la série [8) sera convergente si l’on a 

w < I, 

et la série (9'), si l’on a 

w-' < 1, 


ou, ce qui revient au même, 

w > I. 

•■Vu contraire, la série (8) sera divergente si l’on a 

'V > I, 

et la série {9) , si l’on a 

w < I. 


4* Théorème. Soit ;n un nombre pair quelconque. I.a progression géomé- 
trique et de l’ordre m, qui a pour terme général 

u„ = kx"j^' z”' . . . t'""’"' H<^, 

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira deux modules égaux 
et sera convergente ou divergente, suivant que le module w de la variable le 
sera inférieur ou supérieur à l’unité. 

Les 3* et 4' théorèmes supposent que le module w de la variable ii> diffère 
de l’unité. Si ce même module se réduisait précisément à l'unité, aloi-s, pour 
savoir si la série dont u„ représente le terme général est convergente ou 
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iliveri'iMitc, il laïuirait recourir à la comidér.ition de.s modules 

V,. . Z, y, X 
\ 

des autres \ariables, ou plutôt à la considération du premier d entre ces mo- 
dules (|Ui ne se réduirait pas à rnnité En suivant eette marche , un établirait 
généralement la proposition suivante : 

â' Théorème. Soit m un nombre entier quelconque , et nnininons 

^ • • • » 

les muduli's des variables 

T, -, »■ 

Knhu, supposons que la progression géométrique, et de l’ordre »i, qui a pour 
terme général 

/<„ = Ax"j-“'zé‘ 

soit prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progression sera con- 
vergente si , parmi les module^ 

w, V,..., /., y, X. 

le premier de ceux qui ne se réduisent pas à l'unité reste inférieur à l unité 
et correspond à une variable dont l’expusant dans la formule (5) soit une 
puissance paire de n. I^a même progression sera divergente si l'une de ces 
deux conditions n’est pas remplie. 

I.c 5' théorème eutraine immédiatement la pro|:^sition suivante; 
fi' Théorème. Soit m un nombre impair et supérieur à l'unité. La pro- 
gression géoinélriqiie et d'ordre impair, qui aura pour terme général 

ka "jr"' z"‘ . . ’ H’"", 

étant indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la der 
niere des variables 

•r, J, 2, i>, IV 

offre un module w = i, et l’avant-derniere o un module v inférieur à l'unité. 

Il suit des 4* *tt 5' tbé-orêmes <|ue, parmi les progressions géométriques , 
celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfiniment dans les deux 
sens, ne puisse jamais être convergente 
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'Désignons par «i iin nombre entier quelconque, et considérons une pro- 
gression géométrique de l’ordre m, dont le terme général soit déterminé 
par la formule 

■' I ) kx- y"' z"‘ . i-"'"'' 


On aura 


et par suite 


//„ = A. U, — kxyz . . . w, etc., 




«X-l 

«I 


— = .T*'* r"’ 2"' , . . ' iv"*, 

«f •' 

xyt . . . «f 


puis oii tirera de la dernière é(}u«ition 


( 3 ) 


^ 7^"“, 

M, 


les nouvelles variables X,y,Z,. . IV étant liées aux variables x,jr, z,... 
par les formules 


( 4 ) 


X — xy’ z' . . . 

(m— U) m 

y = jrz* . . . i' ^ tv ’ , 

i) {«•- a; m (m— 1 j - i 

z = z...e tv , 

etc., 

V = w", 

IV = IV. 


dans lesquelles les variables x,y, z,..., v, iv se trouvent élevées à des puis- 
sances dont les exposants se confondent successivement avec les nombres 
figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équations (a) et (3), 
qu’il suffit de remplacer les variables z, ..., i>, iv par les variables 

•V, y, Z,..., V, IV pour transformer le rapport 

Ut 

et ét Pkyt T IV 4IK lirr.) tfî 
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eu une fonction nouvelle équivalente au rapport 

«I 

(Jonsidérons spécialement le cas où la progression géométrique est cou- 
vergente. Alors, de l’observatiou que nous venons de faire on déduira faci- 
lement les deux théorèmes dont je joins iei les énoncés. 

i" Thporcme. Supposons que la série, ou plutôt la progression géomé- 
trique 

;5) .. «-1, «O, «J, 

dont le terme général u„ est déterminé par la formule :'i), reste convergente, 
taudis qu’on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit 

(6) J = f(or, X, Z,..., y, w) 

la somme de cette même progression , en sorte qu’on ait 

(7) f (or, J, Z, . . . , y, tv) = . . . +- u_, -t- w„ -e «, -1- «j + — 

I 

Soient encore A', V, 7 ,,. . .j fV de nouvelles variables liées aux variables 
x,jr, Z,..., y, IV par les formules (4). La fonction f [x, y, z, y, w) .w trou- 
vera reproduite par la substitution des variables nouvelles X, y, Z,..., Z'', ^ 
aux variables x, Xt ^)--m P^t l’adjonction du facteur 


«, 

— = X»'Z. . . VW ju 

U, 

au résultat de cette substitution; et par conséquent la fonction f(x,^,z,...,y,iv) 
vérifiera l’équation linéaire 

8 ) f (x,7', Z, . . . , y, tv) = x/z. . . yiv f (AT, y, Z, . . . , fV). 


a' Théorème. I.1OS mêmes choses étant posées que dans le i" théorème, 
la factorielle P(‘) déterminée par l'équation 


(S) '■ = l-;)(-S)(-â-(-^')(’îë)(' 



sera encore une fonction de x , z, . . . , y, iv, qui se trouvera reproduite par 
la substitution des variables X, V, Z,..., y, W aux variables x.j", z,..., y,tv. 


( *) Je? &u|i^NHt? ici |>our abréger, on désigne sous le nom de factorielles des produits 
composes d'un nombre Hni mi infini de facteurs. 
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et par l'adjonctiou da facteur 

— = XJZ. . . VC4» 

au résultat de cette siibslitution. Donc, si, pour plus de ooiiimodilé, on dé- 
signe par 

(lo' P= F(x, 7, 2,.. i<, iv) ► 

la valeur de P que fuiimit l'équaliuu ( 3 ), la fonction F (x, y, z,..., u, tv) aura 
la propriété de vériBcr 1 équation linéaire 

{") - .f, tv)= jryz. . .uu'F(.V, K, Z,. fV). 

§ IV . — !fountUrs formules relittires aux progressions géomèiricjues des divers ordres, et aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution. 

.Aux formules générales établies dans le paragraphe précédent, on peut 
eu joindre quelques autres, qui méritent encore d’être remarquées; celles-ci 
se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux tliéorèmcs relatifs aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution. Ces nouveaux théorèmes peu- 
vent s'énoncer comme il suit: 

1" Théorème. Concevons que l'indice n représente, au signe prés, un 
nombre entier. Soit, de plus, 

une fonction de l'indice n et des variables x, y,z Fàifiii , supposons que 

les diverses valeurs de savoir, 

tl) . , ,U^i, tt— J» tt,)* tt,, U21 

forment une série convergente prolongée indéfiniment dans les deux sens. 

.Si , en substituant aux variables .r, y, a, .. . d’autres variables X, V, Z,..., qui 
soient des fonctions connues et déterminées des premières, on transforme • 
généralement u„ en alors la .somme 

(a) s = . . . u_, -I- «O -i- U, -H Uj -I- . . . 

de la série (i) sera une fouction de .r, 2, . - . qui se trouvera reproduite 
par la substitution dont il s'agit. 


Démonstration. En effet , désignons , pour plus de commodité , par 
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f jr^z,...) 1.1 suinme J de la série (i). Ou aura iiuii-senlemi-nt 

*(■*•1 J, :,-■•)= ^u„, 

la somme i{ii indique le sif^ne 2 seiendaiit à toutes les valeurs entières posi- 
tives, nulle et néjjalises de n, mais encore, en vertu de l'hypothèse admise , 

et comme, évidemment, ne diffère pas de ou trouvera définiti- 

vement 

(3) f(ar,^,5,...)=f(A',K,Z,...). 

a' T'kcoréinc, Les memes choses étant posées que dans le thiHirème précé- 
dent, la factorielle P déterminée par l'équation 

(4) I» = . . .(1 !/_,)( I -*-«_,)(! 4- «o)(i e «,)(l + f/,').'. . 

sera encore une fonction de x, jr,z,. . . qui se trouvera reproduite par la 
substitution des variables X,V, Z,. . . aux variables .r, ... 

Démonslrntion. Ko effet, représentons, pour plus de commodité, par 
F (ar, jr,z,. , .) la factorielle P. Tj'équation (4) donnera 

F{jf,7,s,. . .) = ...{! ■+■ J- M..,)(l + «o)(i - «,)(i , U,). . 

puis on en conclura, en remplaçant x,jr,z,.. . par X, V^Z,. . 

F (A', r,Z, ...) = . . .(1 4-i/_,)(i + Iio)^ I + Ii,){i -f- Mj)(i +U,). . ■: 
et, par suite, 

(5) F(x, 7 ,z,...) = F(A,r,Z, ..J. 

Supposons mainlen.int que les deux modules de la série ( 1 ), prolouj'éc 
HidéRaimcnl dans les doux sens, soient, l’un inférieur, l’autre supérieur à 
l'unité; de sorte que, la série (i) étant divergente, les deux séries 

«O. U,, u„ u„. . ., 

I I I 

soient l iiuect l aulre convergentes. Aloi'S, à la place du 2 ' théorème, on ob- 
tiendra évidemment la proposition suivante : 
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Théorème. Supposons cjue la série (i), qui a pour terme (jénéral u„, 
étant prolongée in-léfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette 
série qui correspondent, l’un à des valeurs positives, l’autre à des valeurs 
négatives de l’indice n, soient , le premier inférieur, le second supérieur a 
l'unité. Si, en substituant aux variables x,y., s,... d’autres variables X^Y, Z,... 
qui soient des fonctions connues des premières, on transforme généralement 
en alors la factorielle P déterminée par l’équation 

(6) P = . . . j (' + ;;^) (' + «o.M' + •+-“.)• •• 

sera une fonction de ar,7', z, . . . qui se trouvera reproduite par la substitu- 
tion des variables X, Y, Z, . . . aux variables x,jr, z, . . . et par l’adjonction 
du facteur u„ au résultat de cette substitution même. 

Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par 
V{x,jr, Z, . . .) la factorielle P. L’équation (6) donnera 

V X,f,Z, '1-1- «„)(l + «,)(l -e U, 

puis on en tirera , en remplaçant jr, /, z, . . . par X, Y,Z,. . 

F(^, r,Z,.. .) =■ ..(| + (i-t- (i -wt.Ui -t- «,)(| -t- . .. 

et par suite 

i?) (•*■. 7‘. 2.- ■ •) = <A'> Z,...]. 

Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre /«. 
dont le terme général correspondant à l’indice n, soit déterminé par une 
équation de la forme 

(8) «« = xjr"z "' . . . 

On tirera de cette équation 

9) = XY-Z"'. . r'"" W^, 

les valeurs des variables 

A, r, Z,.... F, w 

élaiil liées à celles des variables 

<• . X, y, Z,..., t-, tv 
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A = ay s. . .m», 

y = 

(w — l)(w— a; . /w (yw — l) 

Z =Xj’2*...V ’ W '■* , 

elc-, 

= vw", 

fF= w. 

Ola posé, on déduira évidemment des i", a' cl 3' ihcoremes les pro- 
posilions siiiviuites : 

4' Thêoi-éme. Supposons que la progression gi'ométrique et de l’ordre m, 
qui a pour terme général 

M„ = xy' z“‘ . . . tv"“, 

reste convergente, dans le cas ou elle est indéBniment prolongée dans les 
dei\x sens; et soit 

■f = J, îf ■ tv) 

la somme de cette progression géométrique. Alors, en nommant X, Y,Z,... 
des variables nouvelles liées aux variables x,j, z, . . . par les formules lOj, 
on aura 

(I t) f(x, J,Z,. . v,iv)= ff'\ 

5* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précé- 
dent , si l’on représente par 

V{x, jr, Z,..., V, iv) 

la factorielle 

...(1-4- U_.) (l U_,) (l 4- lt„) (l -+- U,) (l -s- U,)..., 
on aura encore 

(la) F (x, s, . . . , t-, tv) = F {X, F, Z, ... , F, fV). 

6' Théorème.. Supposons que, la progression géométrique et de l'ordre m, 
qui a pour terme général 


par les fonnules 


(lO/ 
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étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette 
progression, qui correspondent, l’un à des valeurs positives, l'antre à des va- 
leurs négatives de n, soient, le premier inférieur, le second -supérieur à l'u- 
nité. Alors, en nommant X , K, Z,... des variables nouvelles liées 
aux variables oc,j, z,.,. par les formules fio), et en désignant par 
F ix, .,v, w) la factorielle 

( ' ib) <ib) “•) (' ~ “»)• • •• 

un trouvera 

F ï, ■ • • . i’, 'V) = «0 F (AT, y,Z,...,f^,rr y. 

Uaus le cas particulier où les progressions que l’on considère sont du 
second ordre, les divers théorèmes que nous venons d'énoncer, joints aux 
propositions fondamentales du calcul des résidus, fournissent le moyen d’é- 
tablir un grand nombre de formules dignes de remarque, et relatives aux 
fonctions elliptiques. Si l'on suppose, an contraire, qu’il s’agisse de progres- 
sions géométriques d'un ordre supérieur au second, alors, à la place des 
formules qui se rapportent à la théorie des fonctions elliptiques , on obtien- 
dra des formules plus générales que je développerai dans d’autres Mémoires. 
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MÉMOIRE 

Mm LE* 

CHANGEMENT UES VARIABLES DANS LES INTÉGRALES. 


§ I*'. — Cvnsidt*rttlions généralet. 
C.onsidéroiis d'aborrl une intégrale simple on de la forme 



r étant une variable réelle et ii une fonction réelle de x, qui demeure con- 
tinue entre les limites x — x', x = x". Supposons d'ailleurs que dans cette 
intégrale on veuille substituer .à la variable x une nouvelle variable x liée à 
X par une certaine équation 

(a) A' = o; 

et soient x', x" les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x‘, x' 
de X. On aura, en regardant .r comme fonction de x, 

fix = U, xc/x; 

puis on en conclura 

(3i J S J f/x = IM », jv/x , 

pourvu que, eu vertu de l'équation (a), chacune des variables x, x reste 
fonction continue de l'autre , du moins entre les limites de l'intégration , 
c'est-à-dire pourvu qu'entre ces limites les deux quantités x, x varient simul- 
tanément par degrés insensibles, et que, pour des valeurs croissantes de 
l'une, l'autre soit toujours croissante ou décroissante. On aura donc, sous 
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g = r üD^x^/x; 


l’t alors, pour siiLstilucr, <lans l'inlégrale propu.sri' g, la variablo x à la va- 
riable X, il suffira, i° de remplacer dx par d%, eu multipliant la fonction 
sous le signe f par le facteur D, x; de substituer aux limites données de 
la variable x les limites correspondantes de la nouvelle variable x. 

Si la condition énoncée n’était pas remplie, il deviendrait nécessaire, 
avant d'effectuer le changement de variable, île décomposer l’intégrale 
donnée 8 en plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condition se 
vérifierait. Alors l'intégrale g, relative à la variable x, se trouverait rem- 
placée, non plus par une seule, mais par plusieurs intégrales relatives à la 
nouvelle variable x, et serait équivalente à la somme de ces dernières inté- 
grales. 

Il importe d’observer que, dans le second membre de la formule (3) ou 
(4), X est considérée comme une fonction de x complètement déterminée 
en vertu de l’équation (a). Si, pour chaque valeur réelle de x, l'équatiou (a) 
fournissait plusieurs valeurs réelles de x, on devrait se borner à considérer 
une seule de ces dei'iiicres. 

ba substitution de x à x ne pourrait plus avoir lieu si é une valeur de x 
comprise entre les limites x', x” ne correspondait pas toujours, en vertu du 
l'équation (a), au moins une valeur réelle de x. 

Observons encore que, si l’on suppose x' < x", le facteur DjX sera, dans 
la formule (3) ou (4), une quantité affectée du même signe que la diffé- 
rence x" — x'. Donc, si l’on désigne par<j la plus petite et par b la plus grande 
des deux quantités x', x", si d’ailleurs on nomme 0 la valeur numérique de 
DiX, en .sorte (pi’on ait _ , J 





{•'■») 


e = y!{\hx)\ 


ou trouvera 


J UDiXr/x = J" ÙSdx, 


et l’équation (4) pourra être remplacée par celle-ci : 
(6) s = J ilQdx. 

Et J An. ri Ptj'i. ntilk., T. IV. (40* litP.l 


'7 
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(Considérons inaiiiienant une intégrale multiple de la forme 


S = r' r' f’’ ... f' f"'çidwdv,iu. . . dzdjdx, 
Jx' Jy' %Jt' vm' %/v* Jw' 


li étant une fonction léelle et continue desn variables réelles z,...,u,v,tv, 
et les limites de chaque intégration pouvant dépendre des variables aux- 
(|uelles se rapportent les intégrations suivantes. Aloi's, les limites x', x" étant 
des quantités constantes , les limites y" pourront être fonctions de a:, les 
limites s', z’ fonctions àe x , y,... les limites tv', w“ fonctions de or, y, z,.-, 
U, V. D'ailleurs, l'intégrale i demeurant la même, au 'signe près, quand ou 
échange entre elles les deux limites assignées à une même variable , par 
exemple x' et 3c“, ou y' et y“,..., ou enfin w' et w", on pourra se borner à 
considérer le cas où x' serait inférieur à x“, y' à y“, z' à s'v» à tv"; 
et il est clair que, dans ce cas, s pourra être regardée coiiiinc une sommi- 
d'éléments infiniment petits correspondants aux divers systèmes de valeurs 
de jf, y, r-,..., qui vérifieront simultanément les conditions 


\ X <. 





.Si les variables x, y, z,... se réduisent à une seule, ou à deux, ou à trois,..., 
et représentent des coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre 
nature, alors les divers systèmes des valeurs de x, y, s,..., pour lesquels les 
conditions (8) seront vérifiées, correspondront à des points situés sur une 
certaine ligne ou sur une certaine surface, ou renfermés dans un certain 
volume, par conséquent à des points compris dans un certain lieu géomé- 
trique; et rintéfjralc i sera complètement déterminée quand on connaitra ce 
lieu géométrique avec la fonction û. Si le nombre des variables x, y, z,..., 
tt, V, IV devient supérieur à 3, les divers systèmes des valeurs de x, y, z,..., 
U, V, IV, pour lesquels se vérifieront les conditions (8), n'appanicndroiit plus 
à un lieir géométrique, mais à ce que nous appellerons un lieu analytique, et 
l'intégrale S sera cncorcunc intégrale multiple complètement déterminée, 
quand on cunuaiira ce lieu analytique avec la fonction 12. Cela posé, ou rc* 
cunnailra sans peine qu'à rinlégrale S on peut substituer une intégrale ou 
une somme d'intégrales de meme forme, mais dans lesquelles l'ordre des 
intégrations ne serait plus le ineme, pourvu que l’on remplace les condi- 
tions (8) par d’autres conditions du même genre, mais de nature telle, que 
les divers systèmes de valeurs x, y, z,..., m, v, iv, correspondants aux divers 
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4^1éments des intéfjralcs nouvelles, se réduisent aux divers systèmes de valeurs 
de X, jr, Z,..., U, V, u>, propres à vérifier les conditions ( 8 ), c’est-à-dire, eu 
d'autres ternies, pourvu que les lieux analytiques correspondants aux nou- 
velles intégrales, étant réunis les uns aux autres, reproduisent ensemble le 
lieu analytique correspondant à l’intégrale S, En joignant à ce principe les 
règles ci-dessus rappelées et relatives au changement de variable dans les 
intégrales simples, on pourra changer aussi les variables que renferme uue 
intégrale multiple. On pourra, par exemple, dans l’intégrale*, substituer an.\ 
variables x, y, z,..., u, e, iv des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, liées 
aux premières par un système d'équations données 

(9) X = O, Y = o, Z = o,..., ü = o, V=o, W = O. 

Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

.l'observe d’abord que les valeurs de x, y, z,..., u, v, w, tirées des équa- 
tions {9) , devront être réduites à des fonctions réelles continues et ‘détermi- 
nées de X, y, z,..., u, v, w, du moins entre les limites indiquées par les lieux 
analytique^ correspondants aux intégrales nouvelles. Si, pour chaque système 
de valeurs réelles île x, y, z,..., u, v, w, les équations (9) fournissaient plu- 
sieurs systèmes de valeurs réelles de x, y, «, v, ou devrait se borner 
à considérer un seul de ces derniers systèmes. 

I.,a substitution des’variables x, y,z,..., u, v, w aux variables x, y, z,..., 
u, V, w ne pourrait plus avoir lieu si, à un système de valeurs de x,y, z,..., 
u, i>, IV, comprises entre les limites dns intégrations, ne correspondait pas 
toujours, eu vertu des formules ( 9 ), au moins un système de valeurs réeili» 
de xrÿ,è,y., «, V, w. 

D’ailleurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w aux 
variables ancienaes x’, j-, z,..., u, v, iv, sera une opération complexe, déconi- 
posable en plusieurs antres ^ dans chacune desquelles une seule des variables 
nouvelles sera substituée à l’une des anciennes; et puisqu’on peut toujours, 
sans altérer la fonction sous le signe /, intervertir l’oi-drc des intégrations 
relatives à des variables données, on pourra supposer, dans chaque opéra- 
tion particulière, /|uc la variable ancienne à laquelle on substitue nue variable 
nouvelle est .précisément celle à laquelle se rapporte la première intégra- 
tion. Donc chaque opération particulière se réduira toujours à un change- 
ment de variable dans nue intégrale simple, c’est-à-dire à une opération en 
vertu de laquelle la fonction sous le signe / se trouvera multipliée par un 
certain facteur. Ajoutons que ce facteur sera toujours positif si dans chaque 

• 7 ' 
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iutc|;ralc uouvelle , iiiissi bieu que dans l'intégrale S, l'inlégralion relative à 
chaque variable s'effectue entre deux limites, dont la seconde surpasse la pre> 
inière. 

Cela posé, concevons qu'en opérant, comme ou vient de le dire, sur l'in- 
tégrale *, on substitue successivement la variable nouvelle w à la variable w, 
puis la variable nouvelle v à la variable u, puis la variable nouvelle u à la 
variable puis enfin la variable nouvelle x à la variable x. Lorsque 

dans l'intégrale 8, relative aux variables x, jr, z,..., u, v, iv, on substituera 

vv A w, on devra laisser invariables x, jr, z D’ailleurs, considérant X', j, 

Z,... , U, i', w comme des fonctions déterminées de x , y, z,..., u , v , w , on a 
généralement 

dx = Djxr/x -t- D, x</y -t- D.xr/v + D,x</w , 
iljr = ü,/rfx -I- Dj^rfy 4- . . . D,^f/v r |)„_^-</vv. 


dv = Divdx 4- Dy vdy 4- ... 4- D.prfv 4- Dwi»r/w, 
dw — D, wv/x Dyivr/y 4- . . . 4- Ü,tvr/v 4- DwU’tAv. 


Donc , si l'on se borne à faire varier iv avec x , y, z,..., u , v , w , en laissant 
3 \j', z,..., u, O, tv invariables, on trouvera 


o = D,xr/x 4- DyXrfy4-. . .4- f),xt/v ■+ \)„xdw, 
. o r= D,jrdx 4- Djj'rfy.^ .,..,4>D,jr/v 4- D*j</w, 




u = Di vdx 4*. D, vdy t- . . . 4- D, vd\ 44 iLt 
dw = D, tvtfx D, tvf/y 4- . . .4- D, tvr/v 4- D, 

4* 


et I on eu conclura 

(lo) _ 


S(±D. jrD,/...D.p>- 




Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier lu fouctiou sous le 
signe /, quand on substituera w à w et <fw à dw, ne sera autre chose que la 
valeur numérique du rapport 


S(±D.xD,^...D,rD,iv) 

S{±D.xD,/.. D.r) 

D'autre part, lorsqu'après avoir substitué w à tv, on voudra substituer en- 
core V A o et tfv à dv, en considérant v comme la variable A laquelle sc rap> 
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porterait la première intégration, on devra se borner à faire varier v avec 
X, y, U, V, en laissant invariables a,..., ii et iv. Donc alors le i-ap- 

port de (tv à fiv sera déterminé par les équations 


O = F)j xr/.x -t- Dv xe/v Ü, xr/v, 

O = O, ) r/x L), j'f/v, 

O = D, Kr/x -+- Dj- «rfy H- . . . 1), «rfv , 

rfe = I), v(h -t- D) orfy f), orfv. 


desquelles on tirera 


(") 


rfo = 


S(±D.*D,.r...D„«D,i-) y 
S(±D.xD,.v...D,«) '' 


Done le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le 
signe /, quand on substituera v à o, ne sera autre chose que la valeur numé- 
rique du rapport^ 

S{±D.xD,j-...I>.uD,i>) 

- • . ' S(±D.xDj/...n.«) 


En continuant ainsi, et désignant par 

e, 6',..., e*"-", e'"-'» 


les valeurs numériques des résultantes 

S(±D,xDy j-...D,oUwH'), S( ±DxXÜ, S( i; U. x iJ, /), D,x, 


011 conclura déhnitivement que si, dans l'intégrale s, on substitue successi- 
vement w à IV, puis V à V,..., puis y puis enfin x à x, les facteurs positifs 
par lesquels la fonction sous le signe / devra être auccessivenicnt multipliée 
se réduiront aux rapports 




8(*-' ' 


6" 


Donc le factcur"0 équivalent au produit de tous ces rapports sera le facteur 
positif par lequel la fonction sous le signe J' se trouvera définitivement mul- 
tipliée, quand on aura substitué aux anciennes variables x, j-, «, v, w 

les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, et l'oii peut énoncer la proposi- 
tion suivante : 
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j" Théorème, Concevons que, dans l’intégrale niidiiple 

« = P' f‘' ... f' r" Ç'"’ Udwihdu. . -dzdydx-, 

J x' Jj‘ Jt' %/tl* Jv' vv/ 

SJ désigne une fonction réelle de n varialiles réelles jr, y, z,..., u, v, iv, 
prises cliacune entre deux limites dont la seconde surpasse la première; les 
deux limites de chaque variable pouvant d’ailleurs dépendre des variables 
auxquelles se rapportent les intégrations non encore effectuées. Si aux va- 
riables X, y, 2 ,..., «, V, w on s'eut substituer n variables nouvelles x, y, 
Z U, V, w, dont les premières soient des fonctions déterminées, on devra, 
en remplaçant dans l’intégrale proposée dx . dy , dz,..., du, dv, dw par 
dx, dy, dz,..., du, dv, dw, multiplier la fonction sous le signe / par la va- 
leur numérique 0 de la résultante 


(la) 


S(: 


(' 3 ) 


: D, jc n 

T J} 

..D„tcU 

, vU„ iv). 

termes ( 

Ju tableau 



D, JT, 

DiJr,. . . 

I)w X X 



IJ. J,... 

Dw J' , é 

D,r, 

Dj Z, 

I),2, . . . 

D, Z, 

1), IV, 

D, (V, 

I>,IV,. . . 

l>« tv. 


puis égaler l’intégrale proposée à une intégrale on à une somme d’intégrales 
de la forme 


(• 


J" y y y ÙQdwdvdu... dzdydx. 


en choisissant les limites des intégrations de telle sorte que chaque variable 
croisse quand elle passe de la première limite à la seconde, et que les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales nouvelles reproduisent le lieu 
analytique correspondant à l’inlégrale donnée. On peut encore exprimer 
cette dernière condition en disant que les diveès systèmes de valeurs de 
X, y, Z,. ., u, e, IV correspondants aux divers éléments des nouvelles in- 
tégrales, doivent se réduire précisément aux divers systèmes pour lesquels 
se vérifient les conditions (8). 

F.e théorème précédent comprend les règles établies par les géomètres, 
spécialement par I,agrange et par M. .lacubi polir le changement des va- 
riables dans les intégrales multiples. 
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l<ortque les variables anciennes s,..., «, v, tv s’expriiiieiil en touo 
liou des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, de telle sorte tjne de celles-ci 
la dernière seulement entre clans te, les deux dernières seulement dans u, les 
trois dernières seulement dans m, etc., alors les formules (lo), ( i i) , etc. , .se 
réduisent évideiiunent aux suivantes: 


f/u" = Dw <of/w, f/e = IJ, er/v i/ar = 1), .r f/x , 

et , en <:onsé(|ueDei', le facteur 6, jfar lequel ou doit multijilier la foiictiou 
sous le sigue /, quand on substitue les nouvelles variables aux anciennes, se 
réduit à la valeur numérique du |iroduit 

(l5) l),xU,^r).2 . . üuM Dv O D» H'. 


Oti arriverait à la même couclusion en observant que, dans rby|>othèse ad- 


mise, le tableau (i3) .se réduit au suivant : 



; 

' , Dy JT , 

U.x,. . 

• • ^ Dxv J 



1 ' 


. . , Dp; 



1 O, O, 

O.z,. 


. 

. ' 

' U, O, 

», . 

-, Ü,w, 

et la restdtauté 






S( ± ÜiX 1), 

tJ£, . . . Du 

U 1), V l)„ iv) 

au seul tenue 







ll,xl),_y D,ï. 

. . I)„M 11 

i.vlJ, tv. 

Ajoutons que la 

même résultante se i 

réduirait 

encore a Ce terme uiiiqur 

tableau (i3) se 

réduisait au suivant : 




J 

' D, X, o , 

O , 

..., O, 


1 

^ ÜyJ. 

O. 

O, . 

■;‘ 7 ) 


1 Ü, ï , D, Z, 

D, Z, 

..., O, 



' D, tv, Dj IV, 

iJi w , 

. l)»iv, 


c'est-à-dire, si des aiicieuiies variables, exprimées en fouctioii des nouvelles, 
la première a: renfertitail x seulement, tandis que x et y seules entreraient 
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daus jr-, x, y et z seules dans z, etc. On |>eut donc énoncer encore la pro- 
position suivante t 

a' Théorème. I.es mêmes clioses étant posées (juc daus le i*' theoréine-, si 
d'ailleurs les valeurs de x z,... , u, e, tv>, exprimées en fonction des va- 
riables nouvelles x , y, z,..., n, v, w, renferment seulement, la première, la 
variable x; la deuxieme, les deux variables x, y; la troisième, les trois va- 
riables X, y, z; eic.; alors le fadeur positif 0, par lequel on devra multiplier 
la fonction sous le signe /, quand on substituera les nouvelles variables aux 
anciennes, $c réduira .siuq>lenicnt à la valeur numérique du produit 

I), .r D) 7" Ifi3. . . I)„« l),e D«u<. 

Remarquons encore que, daus le cas particulier où les variables x,y, 
U, i’, tv sont liées par des équations linéaires aux variables nouvelles 
X, y, U, V, w, le facteur 0 se réduit évidemment à une quantité 

constante. 

Remarquons enfin que les principes ci-des.sus exposés entrainent la propo- 
sition suivante : 

3' Théorème. Si la fonction (il.acée soii.s le signe /, dans une intégrale mul- 
tiple relative aux variables z,..., u, e, iv, doit être multipliée jjar le 

facteur 0 quand ou substitue au système x, y, z,..., «, v, iv un autre 
système x, y, z,..., n, v, vv, et par0' quand ou substitue au second système 
X, y, z,..., H, v, SV un troisième système jc, ÿ, v. te, celte même 

fonction devra être multipliée par le produit 00' (|uaiid on passera direc- 
tement du j)rcniicr système x, y, s,..., i‘, v, iv au troisième système 

X, ÿ, z,- -, n, V, itt. . , . ■ 

D’ailleurs ce théorème, ainsi que les précédents, continuerait évideiimieiil 
de subsister, si plusieurs variables appartenaient à la fois aux divers .systèmes 
que l’on considère. 

§ II. — .rlppliraliont divmcj rlrs /irinrifics expusét tlam Ir jiiimier paragra/ihi . 

Four montrer une application des principtsi établis daus le $ 1", suppo- 
sons que, 0 étant une fonction réelle de n variables réelles z, u, h’, 
et r nue antre variable, réelle et positive, liée aux premières par la formule 

(i) x’ -1- i’ -I- . . . -t- -t- u’ IV* — - /•’, 
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on otende l’intégrale 

(3) ^ = J" J' J" . . . J' j' j'üc/w(/v cfu, . (fx 

à tous les systèmes des valeurs de x, y, z,,.., u, v, w pour lcs(|uels r de- 
meure compris entre les limites 

( 3 ) r=/', r=r". 

Si l’on pose 

( 4 ) x = iK,r, jr=a^r, z = a,r,...,u=a„^,r, = w=ia„r, 

les nouvelles variables 

a , , aj, . ... a, 

devront, en égard à l'équation (i), vérifier la condition 


( 5 ) aj -f- «î -t- . . . -H a* = I, 

it laquelle on satisfera en prenant 

la, =cosç!,, a, = sinç,cosç),,..., a„_, = sinip, sinç,...cosf„_jCOS9„_, , 

(o) J ... 

l • a„ = siii9, smç,...sin9„_,smç„_,. 

Si d'ailleurs on assujettit les angles 9, , • 1 ?n-t “ demeurer compris entre 

les limites O, n, et l’angle ç„_, à demeurer compris entre les limites —n, 
alors à tout système de valeurs de x, j', z,..., u, v, w, pour lequel 
se vérifiera la condition (i), correspondra toujours un système unique de 
valeurs de a, , a,,. a„, pour lequel se vérifiera la condition (. 5 ); et, par 
suite, si aux variables x, z,. u, v, w on substitue les variable.s r, 9, , 
9, 9„_,, on aura, en vertu du 1" tbcorèinc du § I", 


(7) 


8 = T" ... n f' Qefhf/if, . . . (/ÿh-j 

*/— vo */r* 


0 désignant un facteur positif que l’on déterminera sans peine en opérant 
comme il suit. . 

Comme, en laissant invariables or, z,...,ri,v, on tire de la formule(i). 


par conséquent. 


tvr/tu = rr/r, 


. rfr 

mu = —I 


il est clair que, si l’on substitue r àtv et r/rà e/w, on devra, dans l’inté- 

Ex. as», rt de PKn. maii.. T. IV. (41* liir.) ' ^ 
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l’rale i , multiplier la fonctiou placée sous le sifpie ( par la valeur numérique 
lia rapport — . Si l’on substitue ensuite a, à x, a, à a„_, à e, im devra 

évidemment, en vertu des formules (4), remplacer 


par 


f/x, djr, . . dv 
rdoL , , rr/a, , . . . , rda„^, ; 


et , en conséquence, remplacer le produit 

dxdy . . . dv » 

par le produit 

da, da^ ■ . . d%„_,. 

Donc, si aux variables x, y, ^ u, e, tv un substitue les variables 
r, a,, a,,. . , on devra, dans l'inléf'rale », nndliplier la fonction li 

l>ar la valeur nnniériqne du rapport " 


Xa 


D’autre part, si, dans une intégrale multiple, relative aux variabb s 
a, , a,, . . on substitue à celles-ci les anp.les ç, , ç,,..., f„_, liés 

avec elles par les équations {(>'i , on devra , en vertu du a' théorème du § I". 
multiplier la fonction sous le signe f par la valeur numérique du produit 

D,,,a, Dp,aj . . . , 

qui peut être réduit à la forme 

(-t;-^' 5a.. 

la valeur de 5 étant positive et déterminée par l'équation 

8 ) 6 = siii*"’ ç, sin"~’ . sin* p._, sin 9 ._,. 

Cela posé, on conclura du 3' théorème [§ I ] , cpi’en substituant aux variables x, 
y, Z,. . U, I', w les variables r, ç, ,.ç,, .... ç,_, , on doit, avec M. .lacobi , 
multiplier la fonction soiis le .signe f par le facteur 

( 9 ) ez=5r'-V 

Donc la formule (a) pourra être réduite à 

f loi ^ = f" f' • • ■ r r 5r"-' drdf, . . (ff,-, 

•/ —« 4/.) 4/0 4/r' 
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Concevons inaintenant que les n variables J", jr, z,..., u,v, w, soient 
liées à U autres variables x , y, z, . . . , n , v, w par des équations linéaires de 
la lortne 

/ X = «X + a, y + fjjZ H- . . . + a„_, w, 

1 J' = Ax -f- b, y -t- {>,/.+...+ w, 

^'0 , >. • fi = fx -t- c, y a- c, Z -I- . . . + 6-,_, w, 

\ »v = /tx h, y + +- h„_, w. 

l'our que l'on ait idenliquemeni 

" { la) + z“-+- ... + te* = X* V yt-i- Z» t-... u*-i- v*-i- w’, 

il suffira que les coefficients 

tZ 1 6', . . . // J (l^y i) ^yL fy , . . J ... /lyy^yy | , Cfy^yy . . , A„_| f 

vérifient les conditions 

I <1* — t f "+* ~f~. . . "f*AA| =:Oj ■ ..a .. -I- A A.._, 

, AJ=z I, ...a,o,_,+A, 6,_,-t-... + A, A,_i=o, 

(■ 3 ) \ 

( »i_. -H *î_i ■*■•••-*- *!,-, = I. 

Ü'ailleurs, si aux conditions (i 3 ) on joint la formule (a/j) du Mémoire sur 
les sommes alternées connues sous le nom de résultantes [ tome II , pafje 1 76 ], 
on en conclura 

0> = i, 

et y par suite , 

(14) e = i, 

0 désignant la valeur numérique de la somme 
S(±flA, e, 

Pt, en égartl aux formules (1 i), cette dernière somme ne différera pas de h 
suivante : 

S (± U, X Dy/ . . . D„iv }. 

Cnfin, la formule (1 a) , jointe à l’équation (1), donnera 

(1 5 ) X* -t- y* 4- Z* -t- . . . + U* -e v* -t- w* = r*. 

Cela pose, il résulte du théorème i" du § I, que si les conditions (i 3 ) sont 
remplies, on pourra, dans la formule (a), substituer immédiatement aux 

18. 
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variables JC, y, z, v, w les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w li^es 

aux premières par les formules (i i), en sorte qu’on aura 

dv . ,.dyd\, 

les intégrations étant étendues à tous les systèmes de valeurs de JC, v, tv 
ou de X, y,..., v,w pour lesquels la variable positive r, liée avec Icspremicres 
par la formule (i) ou (i5), demeure comprise entre les limites r', r". 

Il importe d’observer que des formules (i i) jointes aux équations (i3y, on 


tire immédiatement 

i x = ax -k- bj- + cz ■+■ -t- hw, 

y = -I- è, J- -t- c, z + + h,w, 

z = rtjX 4- A, J-+- Cjl + -H A,tv, 


\ w = X + X + c,_, a 4- ... + u-. 

Remarquons encore que l’on peut satisfaire d’une infitiité de manières aux 
conditions (i3), par des valeurs réelles des coefficients 

Kn effet , après avoir choisi des valeurs réelles de rt, A, c, . . . , // propres à 
vérifier la formule 

^i8) * n*4'A*4-c^4“...4~4*=i, 

on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a, , b,, c,, . . . , h, , aux deux 
conditions 

(i q) rzrz, 4- bbi 4~ ce, 4- • . . 4- 4A, = o, 4- A® 4- c* 4- ... 4- AJ = i , 
qui SC réduiront simplement à 

(ta, 4- AA, = o, rtj 4- AJ = I , 

si les coefficients a„ A,, c,,. . ., A, sont tous supposés nuis à l’exception des 
deux premiers, et qui donneront alors 

0 | _ (- __1_. 

* -7 « ^n' 4- b’ 

Il y a plus : à la première des équations (19) ou pourra joindre n — 1 équa- 
tions de même forme, c’est-à-dire n — i équations en vertu desquelles « — 1 
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toncüous linéaires et homogènes de a„ b„ c,, . . arbitrairement choisies, 
se réduiront à zéro; et de ces n — i éqnatioas nouvelles, réunies à la pre- 
mière des équations (19), on en tirera une autre de la forme 



A, H, C,. . H étant des quantités connues; puis dcTéqnation (ao), jointe 
à la seconde des formules (19), on conclura * 

À~B~C H t-H' 

l.es valeurs Ae a,,b„c,,...,h, étant ainsi déteriiiinécs, on prouvera, pai- 
lles raisonuenieuts semblables, <|ite l’on peut encore satisfaire, par des 
valeurs réelles de a, , 6, , c, , . . A, , aux trois équations 

< aa, -I- W, -I- . . . -t- AA, = o , rt, n , -h A,A, -1- ... -1- A,A, = o, 

(»a) { 

.1 ,«5 -+■ AJ -t- A’ = I, 

dont les deux premières peuvent être jointes k n — a équations de même 
forfnc, arbitrairement choisies; et, en continuant de lu sorte, on finira par 
obtenir, pour les coefficients 

n, , A, , . . . , A, ; n, , A, , • . . , A, ; , A„_| , . . . , A^_|, 

des valeurs réelles qui seront propres à vérifier les formules (i 3 ), quand 
on les joindra aux valeurs réelles et arbitrairement choisies des coefficients 
n, A, c, , A. 

Concevons à présent qu'm attribuant aux coefficients a, b, c, . . b l un 
quelconque des systèmes de valeurs réelles pour lesquels se vérifie la condi- 
tion (18),' un réduise ü à une fonction réelle et continue du polynôme 

ax -4- br + cz + . . Ail', 

en sorte que celte fonction étant ilésignéc à l’aide de la lettre caractéris- 
tique f, on ait 

Û = f(<7J" + bjr -h cz -h ... + Ail';. 


L’équation (16) donnera 

(a 3 ) — f’(x)r/w...rfy r/x. 


Si d’ailleurs, dans chaque membre de la formule (s 3 ), on substitue aux 
variables x, z, . . . , w, on x, y, z , . . . , w, la variable r liée avec elles 
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par l'équation (i) ou (i5), et des angles auxiliaires p,, liés 

encore à ces incnies variables par <lcj cqiialioiis semblables aux formules (4) 
et (^6), cfatiqiie membre prendra la forme de l’intégrale mulliple que présente 
l'équation (lo); et en posant, pour abréger, 

(i4) U = aa, -h l'a, -h . , . -h /i a„, 


on trouvera 


(a5) 


( £.£■■■£!>'-' 


f (u r) f/rr/ij), . 

f (a.r) r/rrfç, . . . 


la valeur défi étant toujours celle que détermine la formule (8); puis, en 
differentiaut les deux membres par rapport à r", et posant après la diffé- 
rentiation r"= I, oti aura simplement . 


(a6) 


l P p. . . P p5 f (w)t/ç, rf?,. . 

J */_ fl. */0 Jq J O 

1= f” f” ... f'" f'’ s f {et,) dtf, </(?,... 

^ a/., ir Jo vO 


D'ailleurs si, en désignant par m, n des nombres entiers quelconques, et 
P ar 9 un an(;lc variable , on pose 


on aura généralement 


puis on en conclura 


a = cos 9 , 



et , par suite , eu égard à la formule (8) , on trouvera 
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Donc la formule (36) pourra être réduite à 

! r r*' • • P ® ^ 9 --^ 

4/— tt t/o «/ü c/O 

ait~ fl — 

On ne doit pas oublier que, dans la formule (a 4 )> n , b, c , . . . , k dési|;nent 
lies coefficients arbitraires assujettis seulement A vérifier la condition 

rt’- + A’ -H e’ + . . . + A’ = I . 


Si , eu uomtuant k une quantité réelle quelconque, on reinpiaçail a, b,c,..., b 
par J . ^ ) e< f (*) 1*8'' f ( 4 ®), alors, à la place de la formule (37) on obtien- 

drait la suivante ; 


(3«t 


i f’ r ■ ■■ f f ^ 

I J^^Jo c/ü «/O 


-1 


la valeur de eo étant toujours déterminée par U formule i^a4), et a, A, c , 
étant des coefficients arbitraires, mais liés au" coefficient k par la formule 

(39) a} + b*+ c»-t- . . . - 4 - //■' == A’:‘ 

Lorsque, dans la formule (38), on pose n — 3 , alors en éerivant 9, ;( au 
lieu de if,, (p, , et a, 6, y au lieu de a,, 6j , 7, , ou trouve simplement 

( 3 o) j'” i\t>f f{aa -h bê cy)(i!pfiy — tn J ((ka)da. 


les variables auxiliaires a. S, 7 étant liées aux angles ç, y par les formules 
{3i) « = Cosy, ê = sit) f cos , 7 = sin ip sin , 

et les coefficients arbitraires a,h, c étant liés au coefficient k par réquaiion 

3a) fl* + />* -t- c* = A*. 

La formule ( 3 o) reproduit le théorème à l'aide duquel M. Poisson a intégré 
l'équation du mouvement des fluides élastiques. 

Si, dans la formule (38) on prend 

f(«) = O", 
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m Ptanl un nombre pair quelconque, l'intégrale que renferme le second 
membre sera réduite au produit de k" par la suivante : 


J' «”(i - a») » da = 
et la formule-{a8) donnera 




, r/fLÜ,\ 

Mais, d'autre part, en supposant n impair, on aura 




m-i-rt — 2 /n-h3/w-f-i 


w— I w-t-w-a 


■(^) 


= D. “ I 


t devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la 
caractéristiijuc D,. Cela posé, on tirera de la formule (33) 

(34) a-=:-4=to.^ 

2 TT ^ 

Cette dernière forniiîV(3^^'^‘«^ > R"® I® nombre pair/n, conti- 

nuera de subsister, si'ÿii^y remplace k" par une fonction paire f (A') déve- 
loppable suivant les (Nuâtauces ascenilantcs de A’, pourvu que l’on remplace 
en même temps, dans le second membre, (w V*)™ par f(4> y't). On aura 
donc encore, en supposant n impair, et f(A) développable suivant les puis- 
sances ascendantes de A’, 


(3.^) f(À)= — ^ U.* T" f"... f” f~ t ^ $f(w\t)e/<p,df,...d<f„_,dç.,, 

~rr~ J—ifJo Jq Jo 
2tr » 

pourvu que, les valeurs de <o, k étant déterminées par les formules 

A’ = a’ -t- 6’ -i~ c’ -t- . . . -t- 4^, w = rt a, -t- 4 5t, -t- c a, -t- . . . -4- 4a„ , 

et les variables a, , Kj,. . a, étant liées aux angles ç, , Çj,. . ç,_, par les 
équations (6), on pose i = i, après les diflérentiatious indiquées par la lettre 
caractéristique ü„ 


f 

. ♦ 


# 
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MÉMOIRE 


SUR 

LKS V\LEIRS MOYENNES DES FONCTIONS 

D'USE OU DE PU;SIEtIRS VARIABLES. 


Considérons d'abord une fonction 1! d’une seule variable ar, el supposons 
que cette fonction reste continue entre deux valeurs données de la variable. 
Si, après avoir interposé entre ces deux valeurs d'autres valeurs équidis- 
tantes, dont le nombre représenté par n — i soit très-considérable, on 
cherebe les diverses valeurs de la fonction ü correspondantes aux n — i 
valeurs données de la variable x, la moyenne arithmétique entre ces valeurs 
de U se transformera, quand le nombre n deviendra infini, en ce que nous 
nommerons la valeur mojenne de la fonction û, et cette valeur moyenne 
sera le rapport des deux intéjjrales définies relatives à x, dans lesquelles les 
fonctions sous le si(îne / seront 1) et l’unité. Pour plus d^e commodité, je dé- 
signerai cette valeur moyenne de ü à l’aide de la lettre caractéristique M , 
et je placerai au-dessous et au-dessus du signe M , les limites de la variable , 
suivant l’usage adopté pour les intégrales définies. , 

Concevons maintenant que û représente une fonction de plusieurs varia- 
bles X, '|“i reste continue pour les systèmes de valeurs de x , j,.. . 

comprises entre certaines limites, la; rapport entre les deux intégrales défi- 
nies qui, étant relatives à x, j-,..., et prises entre les limites données, 
renfermeront sous le signe / la fonction lî et l’unité, sera la limite vers 
laquelle convergera la movenne aritliméti<jue entre le.s valeurs de ii qui 
corrcspon.lront à des éléments égaux de la seconde intégrale. Pour cette 
raison, le rapport dont il .s’agit sera nommé la valeur moyenne de la fonc- 
tion il, et je désignerai encore cette valeur moyenne à l'aide de la lettre 
Ei.dÀn.etde PMj’i.nuia., T. IV. (Al« liir.) >9 
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cai-nctrristiquc M, en indiquant au-dessous et a^^essiis du aigue M les limites 
des diverses inté((i'atious. y . ' ■ - 

(À)ucevons, maintenant, que les intégradt^.d^eot éTre étendues à tous 
les systèmes de valeurs des variables jr , s , qtri réduisent une certaine 
fonction ede ces mêmtîs variables à une quantité coiiqtrisc entre deux limites 
ilonuées rt, h. On pourra reclierrlier ee qiin devient la valeur moyenne de 
hi fuuclion 11 dans le cas particulier où les deux limites rt, b se réduisent à 
une seule. Dans ce cas, f|iii mérite d’être remarqué, nous pourrons nous 
borner à indiquer au-dessus du signe M la limile a de la fonction r, eu 
ava^ç^pin-, d’aillcui's, d'écrire au-dessous du même signe les diverses varia- 
bles J't ■ 1 auxquelles se rapportent les intégrations. 

Comme nous le montrerons [dus tanl , la considérniiun dos valeurs moyenne.s 
lies functioiis d’imc ou de plusieurs variables peut être utilement employée 
dans la solution de plusieurs 'problèmes d'analyse, spècialeinenl dans l'inté- 
graiioii des équations linéaires aux dérivées partielles. 


Supposons que l’on fasse varier ar, a,. . ., entre les liuiites 

a.' * .4 n , .ï ~ a , ; ^ y ~ .^i » ® ~ *'o» — --lî 

J„ , y> pouvant être d<‘S fonctions de ar, et 2o, z, des fonctions de x,'jr, etc. 
Soit d ailleurs û une fonction de x. on de x, _ 7 ',ctc. , qui reste continue entre 
les limites dont il s’agit. I.,a valeur moyciiiic de 11 cnliv ces limites sera 



etc. 


Cela po'é, on établira fucilemoiit la proposilion sinvanle : 
n i" Théorème. .Soit Ü une funetiou réelle de n variablis réelles x, 

: Si à eelle.s-ci on snb.slituc n antres variables réelles x, y, / ,. . . qui 

Miieiit liées aux premières par n éqnatious linéaires, 11 considérée comme 
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fonction de.r, 'jr, z,.., ou de x, y, consei-vcr.'i dans lis deux cas 

la inèinc valeur inoyeiiDc, pourvu tpie Jcs limites :isst{;nées an second 
système de variables correspondcnl aux limites as.sij;nées au premier 
système. 

Denumstnttion. En effet, qu.md on transformera cliaipie intc(>rale rela- 
tive aux variables x,jTyZ,..., eu siibstitnaiu à celles-ci les variables jr, 
y, Z, . la fonction sur le si{;ne / scixi nuiltipliée, comme l'on sait, parle 
facteur 

e S( = I), jr I), J I), :. . 

Si, d'ailleurs, les variables x , jr, z, . . . sont liée» par des éi|uatiims linéaires 
aux variables x, y, x, . . . , le facteur 9 se réduira sinipleineut à une constante. 
Donc alors ce facteur pourra ètic placé en dehors tics .sijjiics d'iutégrati'on . 
puis effacé comme facteur commun des deux termes do rapport rpii rcpré- 
.sentera la valeur de il. 

>• Soit inaintenani c= f(ir, y, z,. . . , une nouvelle fimctioti, réelle aussi 
bien que 11, et supposons que l'on cherche la moyenne entre les valeurs 
de U corrçspoudantcs à toutes les valeurs de x, y, z,. . pour le.sqiielles la 
fonction r demeure ctuuprise entre deux limites données ti, h. Dé.sigfiuns 
d'ailleurs à l'aide de la tiotalion 

» r rt 

: . • M U 

e.r, «.... 


ce que devient cette moyenne quand la différence h — a s'évanouit. Ou 
aura, en vertu du theoreuic précédent, et en siqtposant toujnur.s x, y, z,. 
liées à X, V, z.. . . par des équations linéaires, 

(i) * -’.Vl". ü= "m“ Ü. 

s. y. «. 

Supposons, pour tj.xer les idées, que la variable r, étant positive, soit 
liée aux n variables x, y, r,. . . par une éqiuilioti de la fonne 

a) • = .t’ -t- y’ -I- z’ -I- . . . . ■ ■ ' 

si I on nomoie A la moxeime entre les diverses valeurs de il correspondantes 
aux divers .systèmes de valeurs tle.r,^', 5 ,. . ., pour lesquels / démeure com- 
prise entre les limites positives a, b, ou aura 




\ _ X[j • ■ ■ 

' 9 - 
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les iatégralions s'étendant à tous ces systèmes. Si d'ailleui's on pose, comme 
dans le Mémoire précédent, ■ 


( 4 ) 


* = a, r. 




les variables a, , a,, a,,. . ., l!^es‘aux « variables ar, z, . . . par les 
f'onniilcs^ 4 ) I devront , eu égard II l'équation (a), vérifier la condition 

(S) _ aj -e aî 4- . . . 4- a,* = I. 

D'ailleurs, pour satisfaire cette condition, il suffit de prendre 

■ .. ' .• 

yt.l = cèsy,', a> = siii ç, cosp*.,., a»., = sijay, sinç,. .sinç„_,cosç,_,, 

.1 a, = 8in9,sin9,...sinç),^.j8in5f,_, • 

Il y a plus; $i l'on assiij^iit les angles 9,, ^ demeurer compris 

entre les limites o, n, cf 4 ’an(;le 9,^, à demeurer compris entre les limites 
— TT, a; alors, pour chaque système de valeur^ de a,, propres à 

vérifier la condition ( 5 .), on obtiendra toujours un système unique de valeurs 
?i > ?»»•••» fa-c Cola posé, si l’on fait, pour abréger. 


(7) 


5 = sin*“’9,sin"“*9, . . .sin*9„_,siuf„_,. 


et si, en opérant comme dans le Mémoire précédent, on substitue, dans les 
deux. intégrales que renferme la formule ( 3 ), les variables 9,, 9,,..., 
Çb-»i 9it-i, f oux M variables X, Z, ..., on trouvera 


(8) 


A = 


T” f" ■■■ n P 9ar—drdy,...df„ ,rfy.., 

*/— îT a/o a/o a/rt 


r r ... f’ Or-',/rrfT,... 

%/— ir •/(» */o V» 


t^ucevons maintenant que, dans l’équation (8), on pose hi=^'h, alors li- 
second membre de cette équation se présentera sous la forme et pour 

obtenir sa véritablo valeur, il suffira de remplacer le rapport des deux inté- 
grales qu'il renferme pai' le rapport de leurs dérivées relatives à b, puis dé- 
poser, dans ce dernier rapport, b = a-, et comme la valeurde Aaiusi obtenue 
sera précisément la valeur moyenne de 11, désignée par la notation 


r =« 

M Ü, 
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iiuus devons conclure que l’on aura 


< 9 ^ 


r f*” /’*««'<?'•• 

M Q- -^-1"/° îil 

I ” ... 1 * 9rf^,...rfT»_,rfy._. 

%/— flr vo «/O 


D'autre part, comme en désif^nant par ni un nombre entier quelconque, on 
a (jénéralpinent 


(hj) 


r tp fim = . 


on trouvera, eu égard à l'équation (7), 


doue la formule iq) poiiira être réduite à 




) M Ü=-i^f'' f” ■■■ f' 

>- •/— ff a/o t/O 


Cionsidérons maintenant, d'une manière spéciale, U' cas où l'un a 

a = r. 

Dans ce cas la fonction de x,j', z,. .., désignée par Ü, se rédiiil pour 
r=i, en vertu des formules (4), à une fonction des variables 

Pt, eu substituant cette dernière fonction à la première, on rédiiil la moveniie 


a la forme 


M a, 

>î‘ Ü, 


P étant une variable nouvelle liée aux variables a, , a,, . . . a„ par l'équation 
(i3) p» = «î H- a“ -h 
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Donc, eu considérant IJ comme une fonction des n variables 
et supposant js lié à celles-ci par l'cquatiou (t3), ou aura 


('4) 


M r ...r 

, a,,..., a« - •/ — rt V® 


pourvu qiu', dans le second membre de la formule (i4)i ‘>n re{>arde a,, 
a, a„, 0 comme des fonctions de ç,, ç, p„_, déterminées par les 
forniitlcs (6) et (7). 

t'.oHcevons, A présent, que 11,, n„ étant des coefficients réels, pu 

pose 

( I >) <,) = «, a, + «J a, -f . . . ■+ u„a„. 


Soit, d’adletirs, k une quantité positive liée aux coefficients . ., u„ 

par la formule 

(iti) -t- - 4 - ...+ nj; 


et nommons F (A) une fonction paire de k, développable suivant les puis- 
■.ances ascenilantes de A’. Kn vertu de la formule (35) du préci'dcnt Mémoire, 
on aura, pour des valeurs impaires de n , 

(I — t fl — a 

(17, l'(A) = --- ^ I). ’ P p5i " F(uv<)t/9,. . ,, 

2r * , 

pourvu que I on pose ( = 1, a|irès les différentiations indiquées par la ca- 
ractéristique D,. Donc, eu éfçard à la formule ( 1 4), on aura encore - 



Concevons maintenant que F( A ) désij»ne nue lonction de A , paire ou im- 
paire, mais développable suivant les puissances ascendantes de A. Alors 
I expression 

’m' FfA-a)=: i f' FiAa)cfa. 


représentera une lonction paire de k, développable suivant les puissances 
ascendantes de A’; et à la formule (18) on devra substituer celle qu’on en 
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di'duit quand on remplace dans le priunier membre F(A‘) par M F(/:a), 

ata:— t 

et, dans le second iiietnbrc, l'expression 


D, ’ ^ F(<av<)], 


par l’expression 

n— I r " — » ^ 1 

{19) O, * M F(«avt)J, 

on, ce i|ui revient au même, par la suivante : 


(10) 


*f — r r I* — •> 

^D, ’ ‘ ^ J* 


dans laquelle on devra toujours réduire 1 à l'unité, après les diflérentialioiis 
indiquées par la caractéristique D,. D’ailleurs, si l’on remplace F(t') par A:'", 
m étant uti tiombre pair quelconque, l’exprossioti (ao), réduite à 


r I»— ^ 

^ L' ^ f' ’ 


sera équivalente au produit 

t m -+-n — a m -h 5 m -H 3 

- ■ • • ( 

HT. 2 2 

OU, ce qui revient au même, à I expression 

I — 3 r « - 


^D. ’ (.a v7r]. 


Ou aura donc, pour des valeurs paires de m. 


In. ’ [. ’ £(taav'^r‘/«] = ^l>. ’ b ’ (“V'^I, 

ou, ce qui revient au même, 

D~ ("« V' )"' ] = ~ n.~ I “ (a. vtr ]■ 


Kn é{;ard à cette dcruicrc formule , dans laquelle le facteur ^ se réduira 
simplcmetit à - pour i = t, ou tirera de l’équation (18), c|uaiid ou y rcmpla- 
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« SSI * 

KfX) par M F(Â a), rn supposant F (A) développable suivant les 

«“Si «-I 

puissances ascendantes de A , 




“m F(Aa) 





Kn résumé, on peut énoncer les deux propositions suivantes : 

■à' Thênrème. Soii-nt a,, a, a„, n variables réelles; soit eHcore 


<0 î= «, a, -h «, «J . -t- ty„a„ 

une fonction linéaire de ces variables, les coefbcients u, , u, , . . étant 
ré-els , et posons 

(> 2= V a? «J -f ■ • • + «î , A = -f- «5 M? . 

Soit enfin F (A , une fonction paire de A, développable suivant les puissance, 
ascendantes de A*. On aura, pour des valeurs impaires de n. 


F(A) = 



pourvu qu après avoir effectué les différentiations indiquées par la carac- 
téristique n, OH réduise le paramètre i à l'unité. On aura d'ailleurs, comine 
l'on sait, 



1 . 3 . 5 . . ( (n — a) 1 

- > : TT 



Thi'oi'Àine. Les mêmes choses étant posées (|ue dans le théorème 
précédent, si l’on nomme F(A.) nue fouctiun développable suivant les puis- 
sances ascciulantos de A, on aura • 



F(Aa'i-^ 'm' 





(« \ 1 ) 


]. 


pourvu qii'après les ilifféreniiatioiis indiquées par la caractéristique D, ou 
réduise i à ruiiilé. 
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NOTE 


soa 


L’EMPLOI DES THÉORÈMES 


relatifs aux valeurs moyennes des fonctions dans l’ intégration 
des équations différentielles et aux dérivées partielles. 


SiipposoDS d'abord l’inconnue or déterminée en lonction du temps t [>ar 
une équation différentielle de la forme 

(t) D’» = Ar*ET, 

k étant une quantité constante. Si l'on iioiiime es, les valeurs de es et 
D, H correspondantes à une valeur nulle de t, l'intégrale générale de l’équa- 
tion (i) sera 

+ e*'— r-‘‘ 

O - — J— °o H ;rr~ ’ 

OU, ce qui revient an même, 

MCI « =: I 

(a) ® = Df M <e“*5t„-l- M 

« S — I * =s — I 

Si d'ailleurs la quantité A* est la somme des carrés de plusieurs autres quan- 
tités U,, U,,..., u„, en sorte qu’on ait 

3) A’ - «J + u\ 

on pourra, dans la formule (a), remplacer l'exponentielle e*“ par «ne autre 
dans laquelle l’exposant soit réduit à une fonction linéaire de u,, u,,..., u„. 
Kii effet, supposons d’abord que n soit un nombre impair. Alors, en dési- 
gnant par 

a,, a,,..., a„ 

d Am. Je Phyi. rmeih.. T. IV. liiT.Ï 
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n variable« auxiliaires, et posant 

(4) U = M,a, 4- «iSj «„a„, p’ = aj -r 

on tirera de l'iiqiiation (a), combinée .avec la forniulc(ai idti précédent Mémoire, 

1 n P n — î 1 

( 5 ) CT = - L' ' I 

2 r ^ - 1 *»'•••» ** 

)>= ' 

M 

9 ,, xn 

i devant être réduit à l'nuitc, après les différentiations indiquées par la 
caractéristique D, . Si n était pair, ou, ce qui revient au même, si, n étant 
inip.air, était de la forme , 

|6) 4’ = mJ 4- «I 4-. ..4- 

il suffirait, pour revenir an cas précédent, de joindre à la formule (3 
l'équation 

(7) «„ = O, 

en vertu de laquelle la valeur de u serait réduite k 

(8) 'd = «, a, 4- K, aj 4 - ... 4 , . 

Concevons maintenant que, x, y, z,... étant de nouvelles variables 
indépen.iantes. A’ se transforme en une fonction de l),^, 1)^, 0,,... entière et 
du second dcjjré, représentée par F f D^, D,, l>i, ..). I, 'équation (t). 011, en 
d autres termes, la formule 

(q) D,«b: = F (D,, D,., Di,...) o, 

sera une équation aux dérivées partielles, liné’aire et du second ordre, qui 
déterminera l'inconnue u considérée comme fonction de x,j , z,..., /, quand 
on connaîtra les valeurs initiales de sr et D,cr. Soient ’s„(x,y. z 
VT, z,...) ces valeurs initiales. I/intéjjrale générale de rcqiiatioii (D 

on (9) sera représentée par la formule symbolique 

9 — I 9911 

(lo) Et = I), M /e*'» st(,(x,^, z,...) 4- .M te"' s, X,/, z....), 

*^«—1 *=—l 

analogue à l'équation (a). Soient d'ailleurs 

H — Dj, 0 =: D„ w = D,,..., 
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( )ii ;mra 

(il' A-“ = F («, w, (K,...); 

cl. si n désigne le iiunibrc des variables x, j', z,. la valeur de A’ déle,r- 
minéc |)ar tequalion 1 1) pourra être généralemcul réduite à la forme 

{la'l A'“ — t/J •+■ k| -i-...-e tt*, 

U,,..., u„ étant des foDctiou.s linéaires de u, v, w,..., en sorte qu'oii aui a 
. 14 , a,u + h,v ¥- c,w 

■ ... * «, -- a,u + h,v + Ciiv -f- . -t- l,, 

I ' '*,) \ 

I u„ = a„u + h„v L\w +...-h 

a,, h,,c,, l, , a,, n,, b„, I„ élanl des coefficients qui 

seront tou.s réels si la fonction F(a:,_^, z,...) est du nombre de celles qui 
restent positives pour des valeurs quelconques de x, jr, z,.... .Admettons 
cette dernière hypothèse. Alors, pour déduire <le la formule ( 5 ) l’intégrale 
générale de l'équation ( i), il suffira de remplacer dans cette formule et 
a, par 5î„ (a:, >, z,...) et et, z,...}. D’autre part, en vertu des (or- 
mule.s (i 3 ) jointes à la première des équations ( 4 ), on aura 

(i 4 ) '*> = au -t" -t- yw X, 

les valeurs de a, 6, y,..., X étant 

a = a,a, ^ a„a„, i = b,a, -h b,a^ b„a„ 

X = l,a, + f,a, l„a„. 

Fnfin, eu désifjnanl par rs(x,jr, z,...) une fonction arbitraire dex, f, z,.... 
on aura, en vertu du théorème de Taylor, eu égard à la formule (i 4 ). 

(i6) e“‘ iz {x,jr, z,...) = e '^"f‘a{x -h at y'i, jr + at \ i,...). 

Donc, l’intégrale générale de l'équation (9) sera 



( I 7) ra = 


sr 


( 1 ) 


^ H 

D, tD_ I e*''^'-ag(x-\-tit\U,jr+ît\ 


. e = ‘ 

A 

f «J* 


— 3 r fl — î 


H M ’ | ï * (.r-+-a« 

ar j “•» “»»■•*> *■ 


)l 
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I devant être réduit à l'unitc après les différentiations indiquées par la 
caractéristique D,. 

La formule (t7) conduit aisément à la connaissance des lois des phéno- 
mènes dont l’étude exifje l’intégration d’équations semblables à la formule ( 9 )- 
Supposons, pour fixer les idées, que x, j', s,... représentent des coordon- 
nées d'uue ou de plusieurs sortes. Supposons encore que l'équation (9) soit 
homogène, et que, par suite, fj,..., /„ X s’évanouissent. Supposons enfin 
que les valeurs de l’inconnue at et de sa dérivée soient insensibles au pre- 
mier instant pour des valeurs de x, jr, z,... sensiblement différentes de 
zéro. Alors, en vertu de la formule (17), la valeur de cr ne sera sensible au 
bout du temps t que pour des valeurs de x, jr, z,... qui vérifieront .sensi- 
blement les formules 

(18) X -1- at = o, 7'+-êr = o, z = 0, . ... 

Soient d’ailleurs 

(19) a, = a,a + b,ê -t- e,y -+• . . ., a, = a,a b,ê -H Cj-/ , 
les valeurs de a,, a„... tirées des formules (i 5 ). Léquatioii 

(ao) otj -t- aj + «I = I, 

loiiite aux formules (18), (19), donnera 

(zi) (a,x-+-b,7-+c, 3... )*-(- (a, x-eb,_7^+c,z.. -t-(a,x ) b„jffC,z...)’= t’, 

et l'équation (a I ) devra être vérifiée sensiblement, au bout du temps r, par 
tous les systèmes des valeurs x,jr, z,... pour lesquelles l’iiiconnne a conser- 
vera une valeur sensible. 

Si X cessait de s’évanouir, les conclusions auxquelles nous venons de 
parvenir ne subsisteraient, en général, que pour îles valeurs peu considé- 
rables de f. 

Si la formule (9) se réduit à l’équation du mouvement des fluides élas- 
liipies, la formule (17) reproduira l’intégrale connue de cette équation, et la 
formule (ai*) sera l'équation de la surface sphérique mobile qui représentera 
l’onde sonore. 
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MÉMOIRE 


son 


LES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES. 


I.a théorie des équivalences alf;ébriques, à laquelle se rapporte un des 
précédents Mémoires, n'est pas la seule qui puisse être utilement substituée 
à la théorie des expressions imafjinaires. Ou peut encore, avec avantage, 
remplacer ces expressions par les quantités j’éométritjues, dont l’emploi donne 
à l’algèbre non-seulement une clarté, une précision nouvelle, mais encore 
une plus grande généralité. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

La théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques, envi- 
sagée sons divei’s points de vue. Dés l'année 1806, M. l’abbé Buée et M. .Ar- 
gand, eu parlant de celte idée que y — ' est un signe de perpendicularité, 
avaient donné des expressions imaginaires une interprétation géométrique, 
contre laquelle des objections spécieuses ont été proposées. Plus lard , 
M. Argand et d’autres auteurs, pariiculièrement MM. Français, Faure, 
Mourey, Vallès, etc., ont publié des recherches (*) qui avaient pour but 
de développer ou de modifier l’interprétation dont il s’agit. Dans mou Ana- 
lyse algébrique, publiée en i8ai, je m’étais contenté de faire voir qu’on 
peut rendre rigoureuse la théorie des expressions et des équations imagi- 
naires, en considérant ces expressions et ces équations comme symboliques. 
Mais, après de nouvelles et mûres réflexions, le meilleur parti a prendre 
me paraît être d’abandonner enticrenieui l’usage du signe y’ — 1, et de rem- 


(*) Une grande partie des résultats de ces rci-hrrches avait été , à ce qu'il paraît , obtenue , 
même avant le siècle présent et dès l'annév 1786, par un savant modeste, M. Henri-Domi- 
nique Truel, qni, après les avoir consignés dans divers manuscrits, lésa commnniqnés, vers 
l'année 1810, i M. Augustin Homiand, constructeur de vaisseaux an Havre. 
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placer la théorie des expressions iiiwginaires par la théorie des quantités que 
) appellerai géométriques, en mettant à j)rofit les idées émises et les nota- 
tions proposées non-seulenicnt par les auteurs déjà cités, mais aussi pin 
M. de Saint-Venant, dans un Mémoire dijjne de remarque, sur les sommes 
géométiiques. C'est ce que j'essayerai d'expliquer dans les parajjraphes sui- 
vants, qui olfriront une sorte de résumé des travaux faits sur cette luaiiere, 
reproduits dans un ordre méthodique, avec des niodiiicatious utiles, sous uni' 
Inrme simple et nouvelle en quelipies points. 

§ rt — Définitives , notations. 

Menons, dans uii plan fixe, et par un point fixe O pris pour origine ou 
pôle, un axe polaire OX. Soient d'ailleurs r la distance de l'origine O à un 
autre point A du plan fixe, et p l'angle polaire, positif ou négatif, déeni 
par un rayon mohile, qui, en tournant autour de l'origine O dans un sens ou 
dans un autre, passe de la position OX à la position OA. 

Nous appellerons qtumtité géométtique, et nous dràigaerons par la nota- 
tion Fp le rayon vecteur 0.\ dirigé de O vers A. I.a longueur de ce rayon , 
représentée par la lettre r, sera nommée la valeur numérique ou le moduh 
de la quantité géométrique r^-, l'angle p, qui indique la direction du rayon 
vecteur OA, sera l'argument on l'nzùmit de cette même quantité. Deux 
quantités géométriques seront ega/e# entre elles, lorsqu'elles représenteroni 
le meme rayon vecteur. Donc , puisqu'un tel rayon revient toujours à la 
même position, quand on le fait tourner autour de l’origine dans uii sens ou 
dans un autre, de manière que chacun de scs points décrive une ou plu- 
sieurs circonférences du cercle, il est clair que .si l'on désigne par A une 
quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative, et par trie rapport 
de la circonférence au diamètre, une éijuation de la forme 

/?/< = fp 

entrainera toujours les deux .suivantes : 

» 

H = r, P = p -h iAn, 
et par suite, les formules 

cos P = cos p , sin P = sin p. 

Enfin, nous convieudrons dé mesurer les longueurs absolues sur Taxe 
polaire OX, en sorte qu’on aina identiquement 

r„ = r. 
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Quilut a la (|uaiitilc géouiétrujiiu *c |nciufei'ii aussi bien qu»' »#. 

sur l'axe pulaire OX , niais en sens inverse, et, par suite, la notation r, puuv|^ 
être ecuséc représenter ce qu'on iiomnic, eu algèbre, une tfiumtUé tie^aluv- 
'Ceta posé, la notion tle quantité géométrique comprendra, comme ras 
particulier, la notion de quantité algébrique, positive ou négative, et, à plus 
forte raison, la notion de quantité arithmétique ou de nombre, renfrrinê< 
■'Uermcnie , coinnie cas particulier, dans la notion de quantité algébrique. 

.\joiitous que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore, sous 
le nom de quantité géométrique , et à l’aide de la notation r^, une longueur r 
mesurée daas le plan fixe donné, à partir d'un point qui leonque, mais dans 
nue direction qui forme avec l'axe fixe 0\, ou avec un axe parallèle, langle 
polaire p. Alors le point à partir duquel se mesurera la longueur f, et le poiul 
auquel elle aboutira, seront l'orii^ine et \' extrémité de cette longueur. 

J U. — Sommes , produits et puissances entières des riuantitès gi'-ométriques. 

.Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore nécessaire de 
définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement leurs sommes, 
leurs produits et leurs puissances entières, en choisissant des définitions qui 
s’accordent avec celli's que Ion admet dans le cas ou il s agit simjilement de 
quantités algébriques. Or, cette condition sera remplie, si l’on adopte les 
conventions que nous allons indiquer. 

Étant données plusieurs quantités géométriques, 

r,. V. V’... 

représentées en grandeur et en direction par les rayons veeteui's 
OA, OA', OA’,... 

qui joignent le pôle O aux points A, A', -A”, . . ., concevons que l'on incin 
par l'extrémité A du rayon vecteur OA une droite AR égale et parallèle an 
rayon vecteur OA', puis, par le point B une droite Bl'. égale et parallèle an 
rayon vecteur OA", ... ; et joignons le pôle O au dernier sommet K de la 
portion de polygone OABC . . . HK construite comme on vient de le dire. 


t") En general, les notations 

r , . ' , + SS 

repn-senleront deux longueurs mesurées sur la même droite, tuais dans des dirertisms 

uiiftoséts . 
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On obtiendra le dernier cblé OR d’nn poly(;one fermé dont les premiers 
côtés seront OA, AB, DC, . . HR. Or, ce dernier côté OR sera ce que 
nous appellerons la somme des quantités géométriques données, et ce que 
nous indiquerons par la juxtaposition de ces quantités , liées l’une à l'autre 
par le signe -f-, comme on a coutume de le faire pour une somme de quan- 
tités algébriques. En conséquence , si l'on nomme R la valeur numérique du 
rayon vecteur f)R , et P l’angle polaire formé par ce rayon avec l’axe polaire, 
on aura 


(•) 


R„ = r-h r‘, -i- 


Observons d’ailleurs que les côtés OA, AB, BC, . . ., HR, du polygone 
ABGD...1IR, peuvent être censés représenter eux-mémes les quantités 
géométriques désiguées par les notations r^, r'^, r*. , . Vitme, pour obtenir 
la somme de plusieurs quantités géométriques, il suffit de porter, l’une 
après l’autre, les diverses longueurs qu’elles représentent, dans les direc- 
tions indiquées par les divers arguments, en preruint pour origine de 
chaque longueur nouvelle l’extrémité de la longueur précédente, puis de 
joindre l’origine de la première longueur à l’extrémité de la dernière, par 
une droite qui représentera en grandeur et en direction la sonune cherchée. 

Si l'on projette orthogonalement les divers côtés du polygone OABC.. . HR 
sur l'axe polaire, la projection algébri(|ur du dernier côté OR sera évideni- 
iiieot la somme des projections algébriques de tous les autres, ou , ce qui 
revient au même, la somme des projections algébriques des rayons vec- 
teurs OA, O.A', OA', .... Donc l'équation (i) entrainera la suivante : 

(a) R cos P ■=■ r cos p -i- r' vos pf + r" cos p" -I- .... 


On trouvera de même , en projetant les divers côtés du polygone 
OABC... HR, non plus snr l'axe polaire, mais sur un axe bxe, perpen- 
diculaire à celui-ci : 

^3) fl sin P = r sin p -4- r” sin // H- / " sin p" .... 

I.es équations ( 2 ) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisément le 
iniidiilc fl et l'arguoient P de la somme de plusieurs quantités géométriques. 

Si l'on considère seulement deux rayons vecteurs OA, OA', représentés en 
jp-andenr et eu direction par les quantités géométriques , r^,, la somme 
de ces dernières sera, en vertu de la déflnitiou admise, une troisième 
quantité géométrique propre à représenter en grandeur et en direction ta 
diagonale OR du parallélogramme construit sur les l'.iyons vecteurs donnés. 
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En d’autres lermes, elle sera le troisième cdté d’un trian{>le qui aura pour 
premier côté le rayon vecteur OA, lu second côté AK étant éf;al et parallèle 
au rayon vecteur OA'. D'ailleurs, dans ce triangle, le côté OK, représenté 
en grandeur par le module de la somme sera compris entre la 

somme et la différence des dcii» autres côtés, représentés en grandeur par 
les modules r et r'. Oo peut donc énoncer la proposition suivante : 

i” Théoràme. Le module de la somme de dcos quantités géométriqui's 
est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules. 

Il est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités géo- 
métriques pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées par le 

théorème précédent, et se réduirait effeetivcniont à la somme ou à la diffé- 
rence des modules r, r', si les rayons vecteurs OA, OA' étaient dirigés sui- 
vant une même droite, dans le uiôine sens ou en sens opposés 
Le théorème i" entraîne évidemment le suivant ; 

■i* Théorème. \iC module de la sointnc de plusieurs quantilês géométriques 
ne peut surpasser la somme de leurs modules. 

On peut, au reste, déduire dirèct^ent ce a' théorème de cette seule 
considération , que tîaiis un polygone tormé OABG . . . IIK . le dernier 
côté OK ne peut surpasser la suiiitne de tous les autres.* 

Ce que nous nommerons le proiluil de plusieurs quantités géométriques , 
ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour module le produit 
do lents modules, et pour argument la somme de leurs arguments. Nous 
indiquerons le produit de piusicnrs quantités géométriques. 



à l'aide des notations que l'on emploie dans le cas où il s'agit île qoMililés 
algébriques, par exemple, en plaçant ces qiinnlilés à la suite les unes des 
autrM,sans les faire précéder d’aucun signe. Cela posé, nn aur.i, d’après la 
délioilioD énoncée, 

'/') VV-..= (r/ . 

Ou sait que, pour innitiplior par un facteur donné la somme de plu- 
sieurs nombres ou de plusieurs quantités algébriques, il suffit de niulHpIior 
ebaqiio terme de la .somme par le facteur dont il s’agit. La somme éip de 
plusieurs quantités géométriques ,... jouit de la même propriété. 
Pour le prouver, il suffit de faire voir que l’équation (i) continuera de 

Cx J-An tt dr etri. «d., T. IV. («!• Hrr.> 3 I 
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subsister, si I’od multiplie les divers termes 


li.. 


0-’ 


v> 


par un facteur {'éumétrique Or, en premier lieu-, si le moilule p se 
réduit à l'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il s’ajjit, 
d'ajouter l'argament a k cliacun des arguments /*, p, p', p*, .... Mais celte 
opération revient à faire tourner autour de l'origine chacun des rayons 
vecteurs 




et, par suite, le polygone O ABC... HK , dont la construction fournit la 
valeur de Rp, en faisant décrire à chaque rayon vecteur l'angle » ; elle lais- 
sera donc subsister l’équation (i), qui deviendra 


(.5) 


^t> + o = '’r 


' y + O + ' 


/> -t- O 


Kn second lieu, on pourra , sans altérer les directions des crttés du polygone 
OABC... HK, le transformer en un polygone semblable, eu faisant va- 
rier ses c6tés dans le rapport de i à p , et l’on pourra ainsi , de la formule (5 ), 
déduire l’équation _ 

' ^p)t*-s O = ('■p)/.-eo ('■'P W c + - ’ 


qui peut être présentée sous la Forme 


(6) 


= P, 


On peut donc énoncer la proposition suivante . 
3' Thi‘orémc. Pour multiplier la somme 


de plusieurs quantités géométriques r^, ty... par le facteur géométrique p__ ^ 
il suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par ce même fac- 
teur. 

Ce théorème une fois établi, on en déduit immédiatement la proposition 
plus générale dont voici l’énoncé : 

4' Théorème. Le produit de plusieurs suinmes de quantités géométriques 
est la somme des produits partiels que l’on peut former avec les divers 
termes de ces mêmes sommes , en prenant un facteur dans ehacnne 
d’elles. 


s 
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Soit Diainteiiant m un nombre entier quelconque. I,e produit de in 
facteurs é|;aux à la quantité géométrique est ce que nous appellerons 
la m'*™* puissance de cette quantité, et ce que nous indiquerons, suirant 
l’usage adopté pour les quantités algébriques, pai' la notation 

P 

Cela posé, l’équation (^) entraînera évidcnrtiient la formule 

(7) = 

et l’on étendra sans peine aux puissances entières de quantités géométriques 
les propositions connues et relatis'es aux puissances entières de quantités 
algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par /«, n deux nombres 
entiers, on aura 


( 8 ) 

( 9 ) 


P P P 


Ainsi encore, on conclura du 4 ' tliéorèrae que la formule de Newton, 
relative au développement de la puissance entière d'un binôme, subsiste 
dans le cas iiiême où ce binôme est la somme de deux quantités géo- 
métriques. 

Deux quantités géométriques seront dites opposées l’une à l’autre, lorsque 
leur somme sera nulle, et inverses l’une de l’autre, lorsque leur produit .s«-ra 
l’unité. D’après ces définitions, la quantité géométrique ou — sera 
l’opposée de r^. De plus, si I on étend les formules (7), (8) au cas même où 
l'exposant m devient nul ou négatif, on aura identiquement 


et la quantité géométrique r~‘ ne sera autre chose <juc l’inverse de r^_ 
Pareillement, r“" sera l’inverse de i", et l’on aura 

y P pf 


(10) 




Suivant l’usage adopté pour les (|uantités algébriques, une quantité géo- 
métrique pourra quelquefois être représentée par une seule lettre. 
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§ in. — DifféreftccSt fjnotivnts et rueiaês de quantités géométriques» 

Pour les quantités géométriques comme pour les quantités algébriques, lu 
soustraction, la division, l’cittraction des racines ne seront autre chose que 
les opérations inverses de l'addition, delà multiplication, de l’élévation aux 
paissances. Pai- suite, les résultats de ces opérations inverses, désignés sous 
les noms de différences, de quotients, de racines, se trouveront complètement 
définis. Ainsi, en particulier, ' 

La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu'il faut ajou- 
ter à la seconde pour obtenfr la première; 

r^e quotient d'une quantité géométriqiM par une autre sera le facteur qui , 
multiplié par la seconde, reproduit la première; 

La racine n‘*"^ d'une quantité géométrique, n étant un nombre entier 
i|uelconque, sera un facteur dont la puissance reproduira la quantité 
dont il s'agit. 

Uc ces définitions, on déduira immédiatement les proposiiions suivantes : 

I*"' Théorème. Pour soustraire une quantité géométrique, il suffit d’ajouter 
la quantité opposée. 

Théorème. Pour diviser par une quantité géométrique, il suffit de 
înultiplier parla quantité inverse. 

I.es difféi onces et quotients de quantités géométriques s'indiqueront à 
l'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la différence 
des deux quantités géométriques Rp, r^, sera désignée par la notation 

« 

et le l'apport ou quotient qu’on obtient en divisant la première par la se- 
conde, sera exprimé parla notation 

R.. . • 


Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques, 
qndques unes s’évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire. Donc, la 
somme et la différence des quantités géométriques o et pourront être 
représentées simplement par -+- r^ et — r^; et l'on aura, eu égard au i" théo- 
rème, 


-t- r = r. 


— r = /'. 
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Si, dans la dernière des dent formules précédentes, on pose p = o,ellf ■ 
donnera 

Soit maintenant la racine de : l’équation 

(«) Pl = >-p 

donnera 

et, par suite (voir le 5 I") i 


(a) • — nfs = P + ikn] 

k désignant une quantité entière, positive, nulle on négative; puis on en 
conclura * i 



n M 


En vertu de la seconde des formules (3), l’angle polaire 

P a if* 

tar=-H 

n n 


pourra être un terme quelconque de la progression arithmétique dont la 
raison serait l'un des termes étant 11 eu résulte qu'une même quantité 

géométrique offrira n racines du degré n, toutes comprises dans la for- 

mule 


(5) 



et représentées par des rayons vecteurs égaux, menés du pôle à n points qui 
diviseront une même circonférence en parties égales. Ajoutons que, l’expres- 
sion (5) reprenant exactement la même valeur, lorsqu’on fait croître ou dé- 

crohre le rapport ^ d’une ou de plnsiciirs nnités, par conséquent, lorsqu on 

fait croître ou décroître k de n ou d’un multiple de n, il suffira, pour ob- 
tenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement 
pour k les divers termes de la suite 

(6) o, I, 2,..., n — I. 
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Si P se réduit à zéro, et r à l'unité, on aura simplement 


Alors les diverses valeurs de l'expression (5), réduites à la forme 
(7) 


■a*n’ 


ne seront autre chose que les racines n‘‘”" de l'unité, représentées par les 
divers termes de la suite ' 


(«) 


' a* ’ 




‘a fil — 1'3* 


Il est bon d'observer que, parmi ces termes, deux au plusse réduiront à des 
quantités al{>ébriqucs, savoir : le premier terme i^ = i , et, quand n sera 

pair, le terme 1 ,^= — i, que l'on obtiendra en posant 4 =j-Drplus, 

comme on aura 

a (h — I )ir 


an 

a K » 


et, par conséquent. 


* a(ii — Qg ' ag» 


a (a — »)ir in 

— — = an — —, 


* a (fl — a)g ^ 4 V * “ * * 


il est clair que les diverses racines de l'unité pourront être représentées non- 
seulement par les divers termes de la suite (8), mais encore, si «est impair, 
par les termes de la suite 

( 9 ) * '_i5’ 'ü’ 

n R n An 

et, si n est pair, par les termes de la suite 


'(» — Oir> 


('o) ' 


-a'ir •••• ' 


’ ' — if.’ * an’ 


I, 


‘ an’ ‘in’"’’ *i<i — a;»' 


Si, par exemple, on attribue successivement à n les valeurs 

a, 3, 4, 5,..., 

on trouvera pour racines carrées de ruiiité les deux quantités algébriques 


* t -h I ; 
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pour racines cubiques de InDité, la seule quantité al{;ébrique i, et tes deux 
quantités géométriques 

' £ît> ’l»» 

"■3 3 


pour racines quatrièmes de l uoité, les deux quantités algébriques 1, — 1 , 
et les deux quantités géométriques 


liées entre elles par la Formule 



X a 


etc. 


8 i , dans l'expression ( 5 ), on posait k = u, cette expression , réduite à 



représeiiteratt uue .seule des racines ri‘^'^‘ de r^. Or, il suifira de multiplier 
celle-ci par l'une des valeurs de c’est-à dire, par l’une quelconque 


des racines n***' de l’unité, pour reproduire l’expression (5 1, propre à re- 
présenter l’une quelconque des racines n'*"*’’ de r^, attendu que l’on aura 
généralement 



n N mm 


(Ju peut donc énuiieer la proposition suivante: 

3 ' Théorème. Pour obtenir les divetses racines d'une quantité géo- 
métrique, il suffit de multiplier .successivement rime quelconque d’entre 
elles par les diverses racines «'^""''de l’unité. 

r 

§ IV. — Ponctions entières. Èquatiosts nigrhriijucs 

' Noos appellerons Jonction entière d’une quantité géométrique , une soninir 

de termes proportionnels à des pnissanees entières et positives de cette 
quautité. lAi degré de la puissaticc la pins élevée sera le degré de la fouc- 
tion. (Jcla posé, si l’on désigne par 2 nue quantité géométrique variable, et 
par Z uue fouclion de z entière et du degré n, la forme générale de la fonc- 
tion Z sera ' -, 

(i) Z = a -i- bz -¥■ C2* -1- . . r gi“~ * -4 Az", 
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a,byC,...,g, h, désignant des coefiBcients constants, dont chacun pourra 
être une quantité géométrique. Ajoutons que l'on pourra encore écrire l'é- 
quation (i) comme il suit; 

(a) Z = 2*(A -f- gz~' + ... -h cz-"** -+- 62“"*'-+- o*r"). 

Si n SC réduisait à zéro , la fonction entière Z se réduirait a la constante a. 
Dans toute autre hypothèse, la fonction Z sera variable avec 2, et son 
module deviendra infini avec le module de z. En effet , posons 

2 = r^, Z=/?pi 

soit, de plus, h le module de la constante k, et concevons que le module r 
de Z vienne à croître indéfiniment; on verra décroître indéfiniment les mo- 
dules de 2“*, ,Z“", et.paraaUe, le polynéme 

h -+- gsr' oz“" 

s'approchera indéfiniment de la limite h. Donc, pour de très-grandes valeurs 
de r, le module de ce polyitdme différera très-peu du module h de la con- 
stante h, et, le module R de Z, eu égard à la formule (a), différera très-peu 
du module de Az", eVst-è-dire du produit 

hr". 

Donc le module R àe Z deviendra indéfiniment grand avec le module r 
de Z; et à une valeur finie du module R de la fonction Z ne pourra jamais 
correspondre qu’une valeurfinie du module rde la variable Z. 

Concevons maintenant que l'on attribue à la variable z une valeur finie , 
puis à cette valeur finie un accroissement 

dont le module p soit très-petit; et en désignant cet accroissement par As, 
nommons AZ l'accroissemrnt correspondant de la fonction Z. Pour obtenir 
Z -I- AZ, il suffira de remplacer s par s -t- Ç dans le second membre de 
l'équation (1), où chaque terme pourra être développé, à l’aide de la for-’ 
mule du binôme, en un<; suite ordonnée selon les puissances entières et as- 
cendantes de Ç. En opérant ainsi et réunissant les termes semblables, on 
obtiendra le développement de Z -+- A Z en une suite de ternies proportion- 
nels aux puissances entières de Ç, d'un dejp'é inférieur ou égal à n. Si, de 
cette suite, on retranche la fonction Z représentée par le terme indépeudani 
de Ç, on obtiendra un reste qui sera divisible algébriquement parÇ, et qui 
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représentera le développement de A Z. Nommons Ç" la plus petite dos 
puissances de Ç, comprises dans ce développement. Le quotient que pro- 
duira la division de A Z par Ç", sera une fonction entière de Ç qui se ré- 
duira, pour une valeur nulle de Ç, à une limite finie et différente de zéro. 
Soient ce quotient, et la limite dont il s’a(;it. On aura non-seule- 
ment 

mais encore 

AZ=-ByÇ"=(«p'")y^„„_ 

et pour des valeurs décroissantes de p, l’argument -t- ma de AZ conver- 
gera vers la limite ‘f -+-ma. Cela posé, nommons A et B les extrémités de 
deux rayons vecteurs qui, partant du pôle O, soient représentés en gran- 
deur et en direction par les deux quantités géométriques 

Z, Z+£lZ. 

La longueur AB, représentée géométriquement par AZ, et numériquement 
par le module Hp”, se mesurera dans une direction qui formera l'angle 
Tfi + mrs avec l’axe polaire. Si, d’ailleurs, on fait croître le module p à partir ' 
de zéro, le point B, d’abord appliqué sur le point A, décrira un arc dont 
la droite AB sera la corde; et la tangente menée ii cet arc par le point A 
formera, avec l'axe polaire, un angle égal non plus à la somme Jf + ma, 
mais à sa limite ‘P -î- ma. Or, évidemment, la distance OB sera plus petite 
que la distance OA, si le point B est intérieur à la circonférence de cercle , 
décrite du pôle O comme centre avec le rayon OA; et l'on peut ajouter que 
cette dernière condition .sera certainement remplie, pour de très-petites 
valeurs du module p , si la tangente menée par le point A à l’arc AB forme 
un angle obtus avec le prolongement du rayon OA, ou, en d’autres termes, 
si l'angle polaire II, déterminé par la formule 


(3) n = î -t- m sr — P, 

offre un cosinus négatif; ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a 11 = n. 
Mais, après avoir choisi arbitrairement pour II un angle dont le cosinus soit 
négatif, on pourra toujours satisfaire à l'équation (3), en attribuant à a une 
valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira de prendre 


(4) 


n-t-P— <P 



Donc, en définitive, si le module /{de Z, correspondant a une valeur finie de 

Ex. ifAi. « de PIvi. mai*., T. IV. (4Ï* li»r.) 
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la variablfi z, n’est pas nul, on pourra modifier cette valeur de manière à 
faire décroître le module R. lin conséqiicuce,'la plus petite valeur que pourra 
prendre le module R ne pom ra différer de zéro. Mais <piaud R s’évanouira, 
la valeur de z, d’après ce qui a été dit plus haut, devra rester finie, et, 
puisqu'une telle valeur vérifiera l’équatiou 

Z = o, 

ou pourra énoncer la proposition suivante ; 

i" Thmrème. Soient z une quantité géométrique variable, et Z une fonc- 
tion entière de 2. On pourra toujours satisfaire, par une ou plusieurs valeurs 
finies de 2, à l'équation 

( 5 ) Z = o. • 

Une valeur finie de z, qui vééifie l'équation ( 5 ), est ce qu’on nomme une 
racine de cette équation. Soit s' une telle racine, la fonction Z s'évanouira 
avec la différence z — 2'; et si le degré n de cette fonction surpasse l’unité, 
elle sera le produit de z — z' pour une autre fonction entière qui devra 
s’évanouir à son tour pour une nouvelle valeur z" de z, et sera, en consé- 
quence, divisible par z — 2". En cuiilinuanl ainsi , on finira par établir la 
proposition suivante: 

a' Théorème. Soitz une quantité géométrique variable, et 
Z = a-t- f>z-t-c2’-t-...-t-gz"'' -t- Az" 

*une fonction entière de z du degré n. L’équatiou 

Z= O 

admettra n racines; et si l’on nomme 

t' 

" , - ,..., * 

ces mêmes racines, on aura identiquement, quel que soit z, 

■6} Z=A(z-z')(z-z')...(z- z'"»), 

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les facteurs 
linéaire.s 

z-z', z — z",..., z-z“". 

Il est bon d'observer que, dans le cas où léquatiou ( 5 ) se vérifie, le torme 
Az" de la fonction z équivaut à la somme de tous les autres, prise eu signe 
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conlraire. Donc alors le nioduic hr" de ce ternie doit être égal ou intérieur 
à la somme des modules de tous les autres; et si l’on nomme b,c,... , g, h 
les modules des eoefficients A, c,..., g, h, on doit avoir 

(7) a -t- br -I- cr’ + ... + gr"'* — Lr"= ou >0. 

Or, cette dernière condition peut s’écrire comme il suit : 


( 8 ) 



D’ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant, par 
degrés insensibles, et passe de la limite oc à la limite — h, tandis que r 
croît et varie par degrés insensibles en passant de zéro à l’iufini. Donc ce 
premier membre s'évanouira pour une certaine valeur de r qui vérifiera 
l’équation 

(9) a + hr-t- cr“-H ... -H gr"“* — lir''=o; 

et si l'üu nomme 1 la racine positive unique de l'équation (9) , la coiidi' 
tion(7) ou (8) donnera r < 1 . On peut donc énoncer la proposition sui- 
vante : 

5 ' Théorème. I.es mcincs choses étant admises que dans le théorcnie a, 
chacune des racines de l’équation proposée offrira un inodnlc inférieur à la 
racine positive unique de l’équation auxiliaire qu’on obtient lorsqu’un rem- 
place, dans la proposée, chaque terme par sou module, en affectant du 
signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de rincoiinue, et 
tous les autres du signe -t-. 

Lorsque, dans la fonction entière z, tous les termes s’évanouissent , à l’ex- 
ception des termes extrêmes a et hz", la formule ( 5 ), réduite à Yéquation 
binôme 

(10) a ht" = O, 
donne 



et ses diverses racines ne sont autres que les racines n'""" du rapport — 




§ V. — .Sur ta résolution drs équations algébriques. 


Considérons toujours une équation algébrique 
(0 Z=o, 
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dont le premier membre 

(a) Z = a + hz -h + . .. -i~gz"~' i hz" 

soit une fonction entière de la variable 

s = t>, 

les coefficients a, />, c , g, h pouvant être eux-mémes des quantités géo- 
métriques. Comme on l’a prouvé dans le précédent paragraphe, celte équa- 
tion adroellia généralement n racines, c’est-à-dire que l'on pourra généra- 
lement assigner à z, n valeurs pour lesquelles la fonction Z s’évanouira. 
Résoiulre l’équation, c’est déterminer ces racines on commençant par l'une 
quelcon(|ue d'entre elles; et la condition ii laquelle une méthode de réso- 
lution devra satisfaire, sera de fournir cliai|ue racine avec telle approxi- 
mation que l’on voudra. Or le caractère d'une racine est de réduire à zéro 
la fonction Z avec son module R', et si des valeurs successives de z corres- 
pondent à des valeurs de R qui décroissent sans cesse, en s'approchant in- 
définiment de la limite zéro, ces valeurs de z formeront une série dont le 
terme général convergera vers une racine de l’équalion (i). Donc, pour 
résoudre cette équation, il suffira de faire décroître indéfiniment le mo- 
dule R, et l'on pourra considérer comme appropriée à ce but toute méthode 
qui permettra de substituer à une valeur finie quelconque de z une autre 
valeur qui fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z. 
D’ailleurs, si, de ces deux valeurs de z, la première n’est pas nulle, on 
pourra considérer la seconde comme composée de deux parties dont l une 
serait précisément la première valeur de z, à laquelle s’ajouterait une 
valeur particulière d’une variable nouvelle qui aurait commencé par 
être nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution tout 
procédé qui permet d’assigner à une variable z comprise dans une fonction 
entière Z, une valeur à la(|nellc corresponde un module R de Z sensible- 
ment inférieur au module du terme constant a, qu'on obtient en posant, 
dans celte fonction, z= o. 

Cela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par l’é- 
(piation (a), on considéré d’abord le cas où le coefficient é> de z diffère de 
zéro. Si la variable z passe d’une valeur nulle à une valeur très-peu diffé- 
rente de zéro, la fonction Z passera de la valeur a à une valeur peu diffé- 
rente de a, et repiésentée approximativement par le binôme 

n -t- bz. 

Si, d’ailleurs, le module de « est très-petit relativement au module de b. 
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I équation (l) offrira, pour l'ordinaire, une racine Irés-rapprochée de zéro, 
cl cette racine se confondra sensiblement avec celle de l'équation binôme 

(3) rt bz— O, 

ou, ce qui revient au même, avec la quantité (jéoniétrique détemiinée 
par la formule 

( 4 ) 

On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité pour vnUur ap- 
prochée de l'une des racines de l'équation (i), et c’est en cela que consiste la 
méthode d’approximation //«éatVe ou neto/oztic/ine. Toutefois, la valeur 
attribuée A la variable s ne pourra être admise comme valeur approchée d une 
racine qii’autant qu’elle fournira un module R de Z inférieur au module tle a 
Si , en posant 

(5) 2 = , 

on obtient un module de Z supérieur au module de a, on pourra siibstitiiri 
à la valeur précédente de z une autre valeur de la forme 

(6) 2 = /-O , 

r étant inférieur à p, et convenablement choisi. F-ffectivement , soient 

a, b, c,..., g, h 

les modules des coefficients 

a, h, c,..., g, h. 


a + hz, 


Le module de 
tpii SC réduisait à 

a — bp = o 

lorsqu’on prêtait z = p^ , deviendra 
( 7 ) a— br>o, 

lorsqu'on posera z= \ aloin aussi le module de la somme 
cz’ -f- ... + gz*~* + Az" 

sera , en vertu du a' théorème du $ II , égal on inférieur à la quantité positive 
Cf -t- gr"" ' hf", 

et par suite lu module du polynôme 

Z a bz cz* -t" ■ • . * “t~ /iz” 

sera égal ou inférieur à la quantité positive 

a — bf 4 - cr* gr""' -+- hr". 
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ou, cr (|tii revient au même, à la différence » 

(8) a — r( b — cr — . . . — {jr*“ ’ — lir"~ * ). 

Donc le module /? de Z sera inférieur au module a de In constante a, si 
I on déterminez à l’aide de l’éqiiation (6), en assujettissant le moduler à vé- 
rifier non-seiileniciit In rondilion (7), mais encore la suivante : 

(9) ' b — cr — ... — (jr^’ — br"”' > o. 

D aillenrs, si l’on nointiin f la racine positive unique de l’équation 
(toi b — cr — . . . — {jr""’ — br""' = o, 

il suffira, pour satisfaire siniiiltanément aux conditions (7) et (9), que le 
module r devienne inférieur au plus petit des deux nombres p et r. En con- 
séquence, on peut énoncer la proposition suivante ; 
i" Théorème. .Soient 

Z ■= a -e. hz c:’ gz"" • -t- Az" 

une fonction entière de la v.triable z = r^, et 

a, b, c,..., g, h 

les modules des coefficients 

a, h, c,.. g, h. 

Supposons, d'ailleurs, que, les coefficients n, h n'élant pas nuis, on nomme 
la racine de réquatimi binôme 

n -h hz = O. 

et r la racine (losilive iiuiqtie de l'équation ^ 

b — cr — ... — 6''"“* — hr"”‘ - o. 

Pour rendre le inuilnle de la fonction Z inférieur an module de son premier 
terme a, il suffira de poser p = vs, et d'attribuer au module r de z une 

valeur inférieure au pins petit des deux nombres p.r. 

Xoif. avons ici supposé que, dans la fonction Z, le coefficient de z ne se 
r«'-diiisait pas à zéro. Mais ce coefficient et d'aulr(« encore pourraient s é- 
vanonir. Admettons celle liypotbése, ou, ce qui revient au même, suppo- 
sons la fnnetiou Z déterminée, non plus par l'équation (2), mais par une 
('•quation de la forme 

[11) Z = a -k- bz' + cz"' + hz". 
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le.s nonihres /, m,.„, n formant une suite croissnnie. Alors, si le module 
de a était très-petit relaliveineul au module de h, on pourrait, dans une 
première approximation, réduire pour l’ordinaire l’équation alp,ébrique 

Z = o 

à l'équation binôme 

(ta) a hz' = O. 

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait à la place du théo- 
rème i'% la proposition suivante : 
a' Théoi-ème. Soient 

. Z = a -i- bz' -+- cz"' ... ■+■ hz" 

nue foiictiou entière de la variable ; = r^, et 
a, b, c,...fh 

les modules des coefficients , 

, b ^ c ,... , h. 

Supposons, d'ailleurs, que les nombres /, m,..., n forment une suite croissante, 
et «pic, les coefficients a, h ii’étaut pas nuis, on uomtiiep^ l’une quelconque 
des racines de l’équation binôme 

(ta) «I -1- ér' = O, 

et r la racine positive unique de l’équaliou 

(i3) • b — cr"*”'— ... — = o. 

Pour ri'iidre le module de la fouction Z iuférieur au uiodide «le son premier 
terpie a, il suffira de poser p= a, el d’attribuer au module /■ de z une va- 
leur inférieure au plus petit des deux nombres p, r. 

Kn s’appuyant sur les tbeorèmes i et a, on pourra, d une valeur nulle di 
Z, déduire une série d'autres valeurs auxquelles correspondront des valeurs 
sans cesse décroissantes du module R de la fonction Z. Si ces valeurs dé- 
croissantes de R s’approcheut indéfiniment de /.éro, les valeurs correspon- 
dantes de Z convergeront vers une limite qui sera certainement une racine 
de l'équation (i). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R successive- 
ment obtenues décroi.sscnt sans s’approeber iudéfiuiinent de zéro, fi’e.st ce 
que l'on reconiiailra sans peine en essayant d'appliquer les théorèmes énon- 
cés à la i-ésolution d’équations très-simples, par exemple d'équations du 
second degré. 
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Ku effet, consiilcrons le cas où, Z étant du second de{;ré, l’on aiiraii 
(i 4 ' Z = n cz*. 

Sii|>pos(ins, d’ailleurs, i|ue a, b, c étant les modules de n, é>, c , on ait 
rt = a , = — b, c = c. 

La valeur de Z deviendra 
{ 1 5 ) Z = a — bi cz’ ; 

l’t les racines pjj, r des équations 


seront 



de sorte qu'ou aura encore 


a 



Si , d’ailleurs , p est supérieur à r , ou , ce qui revient au même , si I on a 
(i6) ac — b’> o; 

alors, pour obtenir iiu module de Z inférieur au module a, il suffira, en 
vertu du théorème i", de poser 

17) Z = 6 r, 

5 désignant un nombre entier inférieur à l’unité, mais qui pourra varier ar- 
bitrairement outre les limites o. t ; et eomtue, en posant 

18) z=«r-t-Ç, 
oti trouvera 

(19) Z = a'-b:Ç-t-cÇ’, 

les valeitrs de a', b' étant 

(•îo) a'= a — 6(1 — 9 ) br, b' = (i— a 9 )b; < 

il est clair qu'à la valeur zéro de Ç, ou , ce qui revient au même , à la valeur 

9 r de Z correspondra un module de Z, inférieur au module a, et représenté 

par a'. Il y a plus : comme des formules (aoj , joiutes à la conditiou (16), 
on tirera 

(ut) a'c — b’’ > o, 
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il suffira d'appliciuer le ifacorènie i*' à la valeur {;éiiérale de Z, que déter- 
mine non plus l’équatioD (i5), mais l’équalion transformée ( 19 ), pour dé- 
montrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle variable Ç passe 
de la valeur zéro à la valeur 

4=oer. 

6 étant déterminé par la formule 

© = I — a 5 , 

ou. ce qui revient au même, si la variable z passe de la valeur 5r à la va- 
leur 6r (1 + ©). En continuant ainsi, ou reconnaîtra que, pour obtenir des 
valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre pour valeurs suc- 
cessives de Z les divers termes de la suite 


(ai) O, 5r, Ôr(i4-0), 5r (1 4 - 6 -t- 0“), etc....' 

Or le terme général de cette suite converge vers la limite 

ôr(, 4- 0 V 0 * -t- . . .) = r = ^ r,' 

et comme, en supposant remplie la couditiou ( 16 ), ou trouve, pour 

I I b 

Z = -r = --> 

* i c 

„ I b> 3 

^ = «-4r>4*> 

il est clair que, dans celle hypotlicse, la limite vers laquelle couverge le teri^é 
général de la série (aa) ne peut être une racitiede l'équation du ^ond degré 

(a3) ® 

On arriverait aux mêmes conclusions en formant ta's^ie des valeurs défrois- 
santes du module R de Z, qui correspondraient aux valent successives de 
la variable z, et l'on reconnaîtrait ainsi que le terme générai de cette, nou- 
velle série, au lieu de s’approcher indéfiniment de zéro , converge ve«la limite 

a — (i — 0)rb(i 4 0’ -F 0*+ = a - ~ 4 

I . ' I b* .3 f 

par conséquent vers la limite a — 4 ‘J’’ sepcrieure a 4 ' '» 

l,a limite vers laquelle converge le termé^ général’ de lar série Qta") n’étant' 
pas une racine de l’éqiiatiou ( 21 ), on pourrait être tenté de regarder le cal- 
cul de cette limite comme intitilb :i;,Ja^^ràolation de celte équation. Mais 

Ex. d’An. et de Pft/t. matU., T. 
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oeMeo)iiuion«ei-Bit oop erreur; car »i l’on décompose la variaUlezen deux par- 
ties dontlai|rreiniépe soit la limite trouvée, ou ,eii d'autres termes, si Ion pose 


I 



Ç. 


il suffira de substituer à la variable z la nouvelle variable pour réduire 
l'équation (a^) à rpquatinii binàme 
(a 4 ) a'4-cÇ’=o, 

la valeur a' étant 



D’ailleurs, les deux racines de l'équation (i4) ntt sont autres que les deux 
racines carrées du rapport — 

Généralement, si , au fieu d’une équation du second degré, on considère 
une équation de degré (|uelconque, la série des valeurs de z, successivement 
déduites des règles que nous avons énonci-es, et correspondantes à des va- 
leurs décroissantes du module Jl de Z, pourra -converger vers nue limite 
qui, n’étant pas une racine de l'équation donnée, ne fasse pas évanouir le 
module /?. Mais alors ïl suffira d'attribuer à celle limite un accroissement 
représenté par une nmivelle variable Ç; puis de substituer Ç àz, pour ob- 
tenir, à la place de réqiinlion donnée, une équation transformée, de la- 
quelle on pourra déduire, par l'application de» mêmes règles, une nouvelle 
série de valeurs de Ç , et par conséquent une nouvelle série de valeurs de z, 
correspondantes à de nouvelles valeurs décroissantes du module Ji. 

P>i continuant de la sorte, c’est-à-dire eu déduisant, s’il est nécessaire, 
des régies énoncées plusieurs séries de valeurs de z, en déterminant d’ailleur- 
avec une approximation suffisante les limites vers lesquelles convergent les 
termes généraux de ces séries, et en traiisforinaiil l’équaliou duimée par 
l'introduetion de variables nouvelles qui, ajoutées à ces limites, repro- 
duisent la variable z, un poiirra iion-seulcmeut diminuer sans cesse , mais 
encore rappiocber indéfiniment Je zéro le module /î ; par conséquent, on 
finira par résoudre l'équation donnée avec une approximation aussi grande 
que l’on voudra. Il y a pins : celte mélbode de résolution peut encore servir 
à démontrer l'existence des racines. I.orsqu'un vent l’employer .à cet usage, 
il n’est pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (3) 
et(to), ou (la) et (i3); il suffit d’observer que l’on satisfait aux conditions 

refpjises, par exemple aux conditions ( 7 ) et ( 9 ), en nilribiianl au module r 

> y. 
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de 2 une valeinr iiifininiem pente; el l'uo se trouve *iMi ramené au ibéo 
rente i*' da $ IV, par une démonsiraliou qui est prériséineDt celle qn'en 
a donnée M. Ai'f>aad dans un article qtie renferme le IV* volume des An- 
nales de M. Ger{jonne, pa^'cs i j.t et suivantes (*). C’est encore à cette dé- 
ntonstration que se réduit celle que M. Leffenilre a pi'oposée pour le huühl- 
théorème dans la seconde édition de la Théorie des nomhies. lyailleiirt 
M. l.e^endre observe qu'cn diminuant conlinuellcmcnl le module d'irnr foo*:- 
lion entière par des opérations semblables, répétées convenablement , on 
parviendra, en définitive, à uuc valeur de ce module aussi petite que l’on 
voudra; il présente, en couséqueuce, ce décroisseiiieiit |>raduel connue mé- 
thode de résolution pour les éipialkins al;>él>riques, et surtout comme propre 
à fournir une première valeur approcitée d’une racine d’une telle équation. 
.Mais le moyen qu'il propose pour conduire le calculateur à ce but laisv' 
beaucoup à désirer, et consiste é faire décroître le mochde de la fonciioii 
entière Z, en attribuant h la variable s une valeur é|’ule au produit d un coei- 
ficient très-petit par la racine de l'é(|iiation (S), ou par une racine de réqiia- 
tion reste, il n’explique pa.s comment on doit s’y prendre pour ob- 

tenir un coefficient d'une petitesse telle, que le module Z décroisse elfoc- 
ti veulent, et ne parle pas de l'équation (to^ oii(i^), qui permet de répoudre 
a cette question. .Ajoutons que , même en ayant égard à l'éqiiatiou (loj^ ou 
'i3), et en suivant la méthode ci-des8iis tracée, on peut être exposé à nu 
travail long et pénible, si l’on n'a pas soin île rlioisir convenablement les 
quantités que la uiéthode laisse iiidétenninées; par exemple, le nombre. dé- 
signé par ô dans la formule (i8). Supposons, pour fixer les idées, que l’équa-, 
tiou (|a3^ se réduise à la siiivaiile : 

2 — * -f» =U>. , 

Alors, le rapport ^ou r étant réduit à l’nnité, le/i"”"’ terme delà série(a 2 ')sera 

6.(i -t- e -h e* Hr- . .e"-’) = j 

tn convergera, pour des valeurs croissantes de //, vers la limite^* Mais il 

s'approchera très-lenteiikeDt de cette limite, si l'on attribue an nombre Ô inii' 
valeur peu différente de zéro, à laquelle correspondra une valeur de B peu 
différenie de l'unité. Donc alors on devra prolonger fort loin la série (aa), 

J'ai en re moment tous tes yetix un exenipiaire de l'uuvrage dont cH article offre 1** 
résumé. Cet ouvrage , qui a (tour titre : £ssu( sur u»r manière de représenter 1rs ffuantitès 
imaginairrs dans tes constructions ^êitm^riqw « , porte la dvle de i8o6. Le lumi île laulcur, 
Robert Jrgand f de Genève , est tcht à U main. 

iï3. . 
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avant d'obtenir nu terme sensiblement égal à oette limite ; et l'on peut ajou- 
ter que les valeurs de R, correspondantes aux valeurs successives de z, dé- 
croiiront très-lentemeut.' A la voriié, dans le casitrésent, on peut déte'rminer 
directement la limite cherchée. Mais il n’en sera plus de même (|iiand l’équa- 
tion donnée sera d'un degré supérieur au second ; et généralement le calcul 
des valeurs successives de * deviendra pénible , si le module R décroît très- 
lentement tandis que l'on passe d'une valeur de z à la suivante ; ce qui obli- 
gera le calculateur d'effectuer une longue suite d’opérations avant que ce 
module devieiiue sensiblement nul. 

Ou évitera ces inconvénients, ou , du moins, on les atténuera notablement 
si, en appliquant à une fonction entière Z le ihéurciue i ou a, on attribue 
à la variable z un module r '^ii,.sans dépasser la plus petite des limites in- 
diquées P et f, fasse décroitre, aut.niu qu’il sera possible, le module de Z. 
ITaïUcurs, lorsque, le coeFficieat de z dans Z étant difFércnt de zéro, on nt- 
tribiie à la variable z, avec l'argument c, un module ég.tl et inferieur au plus 

petit des nombres p, r, le module de Z ue dépasse pas la somme (8), savoir 
'8) a - r(b - cr - ... -gr"-*- hr"-’), 

dont la valeur minimum, inférieure à a, correspond à la valeur maximum 
du prorluit 

(a5) r . b — er — ... — gr”"’ — br"-'). 

Knfin, le produit (a5), dont les deux facteurs s'évanouissent , le premier 
quand on pose /• = o, le second quand on pose r = r, aura pour maximum 

une valeur positive corres|>ondante à une valeur t de r, qui vérifiera la 
condition 

t < r. 

Cela posé, la quantité t-,- inférieure à r, sera la valeur de /• à laquelle corres- 
pondra la valeur minimum de In somme (8), que le module de Z oc dépassera 
point si l'un a r < p. On se trouvera donc iiaturcllemeut conduit à substituer, 

dans le théorème i", *• à f; on pourra même réduire le module r de z à 
celle des deux quantités p, t. qui fournira le plus petit module de Z; et l'on 
obtiendra ainsi, pour la résolution des équations algébriques, la méthode 
nouvelle et très-simple qui fera l’objet de l'article suivant. 
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MÉTHODE NOUVELLE 


pom 


LA KÉSOLIJTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Soit toujours 

(i) Z = rt -t- èz -f- cz’ -t“ gz" ' 4- Az" 

nue fonction entière de la variable 


Z 


tànnme on l'a expliqué dans le Mémoire précédent, on pourra résoudre nue 
équation algébrique queleompic .'i l'aide de tout jjrocédc qui fournira pour 
la variable z une valeur à laquelle correspondra un module R de la fonction Z, 
sensiblement inférieur au module a du premier terme «. 

Cela pose, considérons d'abord le cas où, la valeur de Z étant donuée par 
l équation (i), le coefficient h de z diffère de zéro. Alors une méthode de 
résolution Ircs-siuiple pourra évidemment se déduire du théorème que nous 
allons énoncer. 

I*'' Théorème. Soient 


(t) Z = rt -I- Az -f- t'z’ + . . . + gz"“' 4- Az" 

une fonction entière de la variable z = rp, et 


a, b, c,..., g, h. 

les modules des coefficients 

a. A, c,..., g, A. 

Supposons d'ailleurs que, les coefficients a, A n'étant pas nuis, on nomme 
la racine de l’équation binôme 


(^) 


a ■+■ Az = O, 
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et t, 1.1 valeur de r pour laquelle le produit 

(3) r(b — cr — . — hr*”‘y 

devient un maximum, ou, ce qui revient au même, la iMcitie positive 
unique de l'équatinn 

(4) b — a cr — — (rt — i)gr""“ — nbr"'* = o. 

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de sou pre- 
mier terme a , ü suffira de réduire ce module à la plus petite des deux 
valeurs qu’on obtient quand on pose successivement 

* ~ Po ’ ' ~ *'“■ 

Démonstration. Lorsque, l'argument de z étant égal à ai, le module de z 
est égal ou inférieur à p, le module du binôme a + hi se réduit à la diffé- 
rence 

a — br; 

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme 
5) a — br -4 - lt’+ gr*"'-4- br'’. 

D'autre part, le produit (3), qui croîtra en passant d'une valeur nulle à sa 
valeur maximum, tandis qnc r croîtra depuis zéro jus<(u'à t-, sera toujours 

positif dans cet intervalle. Donc, pour r = ou < t. <>n aura 
(6) cr’ -t- ... - 4 - gr"”' -t- hr"< br. 

Or il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on réduit le 
module r an plus petit des deux nombres p, t, la somme (5), et à plus forte 
raison le module R de Z, offriront des valeurs inférieures au module a. 
Donc le plus jtetit des modules de Z, correspondanls aux valeurs de 

5, sera certainement inférieur au modtdc a. 

Corollaire. Il est bon d'observer que, si l’on considéré le produit (3; 
comme fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r quand on fait va- 
rier r entre les limites o, v, offrira dans cet intervalle une dérivée toujours 

positive. Donc, pour r < t, on aura toujours 

b — acr— ... — (n — i) gr"~' — n hr"~' > o , 


Digitized by Google 



( « 83 ) 


ou , ce qui revient au même, 

br — î cr’ — ... — {n — i) (jr"”' — n h/ •" > o; 
puis on en conclura 

(7) br — cr’ — — gr""' — hr’ >cr’-i-... — a)gr"“'-i- (/i — t)h 

Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec elle 
la condition (6), le module a surpassera la somme ( 5 ) d’une quantité supé- 
rieure au nombre a déterminé par la formule 

(8) a = cr’ (n — a)gr"“' -t- (« — 1) hr'’. 

Üunc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur à la différence a — a, 
si l’on pose z = en prenant pour r le plus petit des deux nombres p, *•; 
et, à plus forte raison, si l'on réduit le module A à la plus petite des deux 
valeurs qu’il acquiert quand on pose successivement z = p„ , z = 

Ajoutons que le nombre a ne s'évanouua jamais, si ce n’esi dans le cas 
particidier où , les coefficients c g, A s'évanouissant tous sininltanément , 
le polynôme Z se trouverait réduit au binôme a + hz. D'ailleuts, dans ce 
eas particulier, l'équation algébrique Z = 0 se réduirait précisément à l'é- 

(piation binôme ci -t- Az= o, dont la racine est z = 

Considérons maintenant le cas où, dans la fonction Z, le < oefficieni de z 
s’évanouirait; ou, ce qui revient au même, supposetns cette fonction déter- 
minée, non plits par la formule (i) , niais par une équation de la forme 

Z = a bzf -i- cz" -I- . . . -t- ht". 

Alors, au théorème 1", on pourra substituer la proposition suivante ; 

•2' Th^rème. Soient ^ 

? 9 ) Z ■= a -r hz‘ + cz” ... -h hz!', 

une fonction entière de la variable z = r , et 

a , b , c, . * . , b J 

les modules des coefficients 

a, b , c, . . . , h. 

Supposons d’ailleurs que les nombres l, ni, ...,n forment une suite crois- 
sante, et que, les coefficients ci , h n'étant pas nuis, on nomme p^ l’nnc qiicl- 
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conque des racines de l'équation binôme 
I o; fl + hz‘ = O. 

ICnfin , soit t la valeur de r, pour laquelle le produit 
1 1 1) r' (h — cr’^' — — hr"^) 

devient un nuiximum j ou , ce qui revient au même, la racine positive unique 
tie l’équation 

^la) Ih ~ mcr“^ — . ~ nhr’'~‘ =z O. 

l’oiir rendre le module de la rouclion Z inférieur au module de sou pre- 
mier terme a, il suffira de réduire ce module à la plus petite des deux va- 
leurs ipi'il obtient quand on pose successivement 

z = p^, s = 

Démonstmlion. Lorsque, l'argument de z étant tigal b, le module de z 
est égal ou inferieur à p, le module du binôme a -t- hz* se réduit à la diffé- 
rence 

a — br', 

par conséquent , le module de Z ne surpasse pas la Somme 

1 3) a — b/ ' + cr™ -t- . . . br". 

D'autre part, le produit (t i), qui croitra en passant d'iine valeur nulle à sa 
valeur maximuiii, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à t , sera toujours 

positif dans cet intervalle. Donc, pour r = ou < t, on aura 

1 4 ) er"’ -t- . . . br''< br'. 

Or il résulte iiiiniédiateineni de cette derniere formule que, si l'on réduit le 
module r au plus petit des deux nombres p, t , la somme (i3), et à plus 
forte raison le module de Z, offriront des valeurs inférieures au module a. 
Donc le plus |ieiil des modules de Z correspondants aux valeurs p^, de z, 

si t a cerlaiiiemeut inférieur au module a. 

Comtlaire. Il est bon d'observer que, si l'on considère le produit (ii) 
cuinine une fonction de r, ce produit, ipii croit toujours avec r quaod on 
fait varier /■ entre les limites o, t, offrira dans cet intervalle une dérivée 
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toujours positive. Donc, pour r < t,, ou aura toujours 
( 1 5) l\v*~' — mcr"'~' — . . . — tthr"”' > o , 

nu, ce qui revient au même, 

Ihr' — m cr'" — ... — n h; " > o ; " . ’ 

puis on en conclura 

(i61 - hr‘ — cr” — . . . — lir" > ( y — cr'" -+-... -t- — t ^ lir". 

Or, en vertu de cette dernière formule, epti entraîne évidemment avec elle 
la condition (i4)) 1*^ module a surpassera la somme (i3) d'une quantité su- 
périeure an nomhre a déterminé par la fortiiule 

( 17 '! a = — t j cr”-)- . . .H- t j hr*. 

Donc, par suite, le module fl de Z deviendia inférieur à la quantité n — a, 
si l’on pose 2 = r^, en prenant pour r le plus petit des deux nondtres p, t. 
et à plus forte raison .si l'on réduit le module fl à la plus petite des deux va- 
leurs qu’il acquiert quaud ou pose successivement z — p^, z = to- Ajoutons 

que le nombre a ne s’évanouira jamais, si ce n’est d«us le cas particulier où, 
les coefficients c, g, h $'évauouis.sant tous simultanément, le polynùme Z 
se trouverait réduit au biuùme a -t- bz‘. D’ailleurs, dans ce cas particulier, 
l'équation Z =: o se réduirait précisément à l’équation binùmc a + u , 

dont les racines se coufondent avei: les racines île deyré / du rapport — 
l'une d’elles étant p^. 

l/application du théorème 1 ou a aux fonctions entières, qui représentent 
les premiers membres d’unè érjuation algébrique et de ses transformés^ 
successives, fournit, pour la résolution de cette équation, une méthode et 
des formules précises qui ne renferment plus de quantités indéterminées et 
arbitraires, aualogucs au nombre 0 du Mémoire précédent. A la vérité, 
pour déduire de cette niéthode des principes exposés dans le Mémoire 
précédent, il suffit d’attribuer aux îudeterminées dont il s’agit des valeurs 

Spéciales, en prenant, par exemple, 9 = -■ Mais comme ces valeurs spé- 

claies sont précisément celles qui font décroître plus mpidement le module 
lie la fonction cutière doiioée, ou, du moins, certains nombres que ce mo- 
Ex. d'Âx XI Je Fkrx. pïoiS., T. IV. (48* lisr.) a4 
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tfule ne dépasse puiiK , elles seront aussi ('éiiéralement celles qui rendront les 
a|>proximation$ plus rapides. 

.Supposons, pour fi.\cr les idées, que Ton applique la nouvelle méthode 
à la furninle ( 23 > de la page 177, c esi-à-dire à l'équaliou du second 
degré 

a — \jz T cz’ = O , 

<11 suppu-tanl toujours 

ac — h’ > O. 

t.)u trouvei’a 



puis, en prenant 



Ç, 


et iaisaut, jtour abréger, a' = a — a, ou obtiendra iiiimédiatcment la trans- 
formée 

a' H- c Ç’ = O , 

iloiit les deux racines cuiucideiil avec les racines carrées du rapport — 

I )n retrouvera doue ainsi l’équation (a 4 ) la page 178 ; et, ce qu'il importe de 
reniai-qucr , ou aura été conduit à cette équation, non plus par la recherche 
de la limite vers laquelle converge le ternie général d'une série formée avec 
(h's valeurs successives de -la variable z, mais par la détermination d'une 
seule valeur de cette méiTie variable. 

S'il arrivait que la fonction Z offrit , à Ut suite de sou premier terme a , lui 
ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent .sensiblement nuis , 
ou jiourrait, en se servant du théorème i ou a pour déterminer un module 
de Z inférieur à celui de a, faire abstraction de ces mêmes termes, sauf à 
coiistatcr ensuite que le module trouvé de Z , quand on a égard aux termes 
omis, reste inférieur au module de u. Cette i'euiaix]itc permet d’employer la 
nouvelle méthode à la résolution d'une équation numérique dounée, dans le 
eas même où l’application rigoureuse des théorèmes 1 et a aux pi-emiers 
lueinbres des transformées de cette équation ferait décroître tres-lentement, 
apres un certain nombre d'opérations, les modules de ees premiers 
membres. 

t tn sait que I on peut toujours ramener la résolution d'une équation algé- 
brique au cas où ectte équation n'offre jias de racines égales. D’ailleurs, lors- 
■ju'à l'aide de la nouvelle méthode on si-ra parvomi à une valeur trés-iijijiro- 
'.■hée ai d'une racine simple d’une équation algébrique 
. ■ Z-. 0 . 
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alors , en posant 

(18) : = w-T->Ç, 

on transformera '/. en une fonction <ie Ç dans laquelle le terme 'eoitstant sera 
sensiblement nul, tandis qnc le coefficient de Ç différera sensiblement de 
zéro. Quant au coefficient de Ç", il se réduira précisénjent au coefficient 
de z" dans la fonction Z. Donc, dans l’iiypotbèse admise, on trouvera 

(19) Z = .1 -t- 6Ç H- eÇ» -I- . , . -M Ç" -î f AÇ", 


M, |i, c,- ■ 4 désif^nant de nouveaux coefficients dont le premier a offrira 
1111 module très-petit, tandis que le module de fi différera sensiblement de 
zéro. Donc alors, en vertu du théorème i", il faudra, pour rendre le mo- 
dule de Z inférieur au module de a, poser 

( 20I ' « bÇ = O , 


on, ce qui revient an même. 


(ai) 


et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui différait 
peu de U, sera celle qnc détermine la formule 


(aa) 


U 



Ainsi /a nouvelle méthode, appliquée à la résolution d'une équation algé- 
brique qui n’offre pas de racines égales, finira par coïncider, après un 
certain nombre d’opérations , avec la méthode linéaire ou newtonienne. 
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ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 


l.a mélluKle que nous avons appliquée dans le Mémoire précédent à la' 
réduction du module d’une fonctioii entière de la variable z, jieiit subir 
une modification qu’il est lion de ooiinaître, et que nous allons indiquer. 
Soient toiijoui's 

7, ^ n ■+■ bz -i- cz^ 4- ... -s- gî"' ' " 1 - /iz" = Rf, 


une imictioii entière de la vari-ible r = , et 

a, b, c, g, b 

les iiiodides des coefticienls 


fl, /». c, g, A. 

.Soit encoia* 

a 

la racine unique de J’iW^nation linéaire 

a + h Z O, 


en sorte qu'on ait 
et |>osons 


P = 


Ç = c -h ... -T gs"~* a- /jz"-=*, 

^ c c H- ... -H g j. b jS""’. 

On aura 

(i) ^ Z =z a -r- bz + {) 2 ^. ’ . • 

«V 

C'iela posi'-, loi-srpi'on pi'endra z = Cg, le imxinle r étant égal ou inférieur 
a fi, on obtiendra évideiiinieiit un module de Q égal on inférieur à C, et , 
par suite, un module de Z égal ou inférieur à la somme 


(a) a — br -f- Cr“. 

Or, la valeur minimum de cette soniine, savoir, 

I U' 

•' 4 C’ 
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esl inférieurp, qitaml b ne s’évanouit pas, au module a, et correspond à un 
nioclidc t, de z déterminé par la rorimdc 

11 




aC 


Donc, si l’on a t < jJ, ou, ce qui revient au même, 

(:î) . 


2 a 


il sidlira de poser Ç = ï-o pour obtenir un module de Z inférieur à ,a. Si, 
au contraire, on a t > f , ou, ce qui revient au même, 

2 a 

d suffira de |)oser z = (s^ pour obtenir un module de Z inférieur à 
et , par conséquent , à 




- a. 
a 


\insi, en «'■sumé, on |>eut énoncer la proposition suivante : 

I i" Théorème. Soit 

Z = rt -t- éz + c 2 * + gz’^' -+- hz" 

une fonction entière de la variable z. Soient encore a, b, c, ..., g, b les mo- 
dules des coefllcients a, b, c, ..., g, /t[aet b étant supposés distincts de 
zéro), et la racine unique de l’équation linéaire 

a -t- éz = o ; 

^nlin , prenons 

<: = c -I- ... -4- -+■ 

1 ■ 

b 

11 suffira de poser Ç si l’on a p < t , et Ç = tn Si l’on a p > t , pour 
abaisser le module R de Z au-dessons d'une limite inférieure au module a 
de a; savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite ^ a, et, dans le 

b= 


second cas, au-dessous de la limite a 


4C 


11 pourrait .irriver qu’un ou plusieurs des coefficients b, c, . . . se ré- 
duisissent à zéro. Alors, à l’aide de raisonnements semblables é ceux dont 
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nous avons fait usage, on l'Siici-clrai», à la place du théoi^me i", la pro- 
position suivante : 
a' Théorème. Soit 

Z = a 4- 6a' -t- cz'" hz" 

une fonction entière de la variable z. Soient encore a, b, c,..., h les modules 
dés coelHcieuts a, b, c, h, et l'une des racines de réqualion binôme 

fl -+- 6a' = o ; 

enfin, prenons 

C = c -I- . . . -I- h 

el ■ 

// b\ 

~ \" c) 

Il suffira de poser a = si l’on a p < t-, ft a = z j si l’on a p > t- , pour 
abaisser le module fi de Z au-dessous <rune limite inférieure au module a 
de a, savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite ;^ “ (’) » et , dans 

le second cas, au-dessous de la limite a — - — - bt'. 

lies- deux théorèmes que nous venons d'établir fournissent, pour la ré- 
duction du module d’une fonction entière quelconque, et , par suite , pour 
la résolution des équations de tous les degrés, une mélbofle facilement ap- 
plicable, puisqu’en la suivant, on a seulement à résoudre des équations 
linéaires ou des équations binômes. Ajoutons qu'après un certain nombre 
d'opérations, cette méthode nouvelle finit toujours pur coïncider avec la 
méthode linéaire ou newtonienne, quand on a réduit, comme on peut 
toujours le faire, l’équation proposée à n’avoir que des racines inégales 
entre elles. l-: . ‘ . 


(*) La limite.dont il se préscote d’abord sous U forme mais l'équaiion 

b/ = /nCi^, .. 
joiotc à la coodition P t, donne ^ 

et, comme on a d’ailleurs 

a=bf', ». 

nn tire des Jeux dernières formules, eurobinées entre elles par voie de multipUcatioo, 

a/>mCp“; 


par consequeiit , 


tH 


Co-<- a. 
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Sb’K 

dé/iiiitioiis f'énéralcinent adoptées en Arithméti/jut 
et en Algèbre. 


(iomin*’ je l’ai remarqué clans X Analyse algébrique , cjuelqucs déiinilioiis 
KéiiéralenieiU adoptées en arithmétique et eu algèbre , spécialement la dé- 
linitiou d’uii produit et la débiiilion d’une puissance, ue |»euvenl être bien , • 

comprises qu’à l’aide de développements et d’explications c|ui lonl dispa- 
raîti’e ce que ces dériuitions oftrenl , au premier abord , de vague et d’in- 
déterminé. Kn elTet , dire que, pour obtenir tm produit, il faut opérer sur 
le multiplicande, comme on opère sur l'unité pour obtenir le multiplicateur, 
c'est donner de ce produit une déünifion qui, pour devenir claire et pré- 
cise, exige que l’on explicpie (pielles sont les opérations à effectuer. 

D’autre part, comme Euler l’a montré, raritliniétic[ue et l’algèbre s ap- * 
pnieut sur deux notions foildameutalcs, cpii se présentent naturellement a 
l'esprit , dés que l’on .veut comparer, deux grandeurs entn* elles, savoir, le- 
notions de rap/yort arithmétique et de rapport géométrique . 

En effet, deux grandeurs de même espece peuvent être comparées euin 
elh-s sous deux |>oints de vue différciitSi^' 

î.a niesui-ede la seconde grandeur compaiéc» ,i la premiéiv, est un nombre 
qui re.pré.seute le rapport Ç) géométrique de l’uiie à l’autre, {.'inverse de ce 
nombre ou de ce rapport est la mesure de la première grandeur comparée a 
la seconde. I.oi’sque les deux grandeurs sont égales, leur rapport direct ou 
iHVersc se'ix'duit à Xunité de nombre. _ 

- • L’augmentation ou la diminution qu’il faut faire subir a la preiiiiéic 
grandeur pour obtenir la seconde, est mie quantité positive cm négative 
i|ui repn'-seiite le rapport arithmétique cle la seconde è la premieiv. I.a 


(*j L(in(|ue !•• mol rapport est eraployi* seul, il désigne ncncraleiiieiil , comme l'on s.iil, 
itn rapport géométrique. 
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ljuantité opposée est la ditnmiitiüii ou rauf^iiieiilatioii qu'il iuut liure subir 
a la seconde grandejir pour obtenir la première. I.orsque «leux grandeurs 
sont égales, leur r.ipport arithinélique est une grandeur milles dont la mesure 
est le nombre zéro. 

Os notions de rapport arilbiuétiquc et de rappirt géométrique étant 
une fois admises, les «piatre op-rations fondamentales de raritlimétiqiie et 
de l'algèbri^, savoir, l'addition, la soustraction, la multiplication, la divi- 
sion. (wiivent être aisément iléfinies en termes clairs et jirécis.' En effet , on 
(>ent dire que la soustraction et la division se bornent ;\aéterrailier les rap- 
ports arithmétique et géométrique de deux gramjeurs, Vaddition et la multi- 
plication, à déterminer l'une des grandeurs, cpiand on connait l'aiitr»' ave«- 
le rapport aritbmétique ou géométrique île l'une à l'autre. 

On peut .aussi, de la notion <le rapport anllimétique ou .géométrique, 
passer immédiatement , comme l’on sait , à celle des proportions et des 
progressions, puis h la notion des puissances des nombres et <le Icuis 
degrés ou exposants. I,es dérmitions et les tliéoremes que l'oii obtient alors 
étant bien connus, je me Ixirnerai à les rappeler en jieu de mots. 

Lue proportion arithmétique on géométrique n'est autre ebosi- ipie l’è- 
galité de dense rapports arithmétiques ou géométriques. 

l ue progression arithmétique ou géométrique esi une suite dans laquelle 
le rapport arithmétique ou géométrique de chaque terme au pn''cédent . 
se réduit à un nombre ou à une quantité constante, que l'on nomme le 
rapport ou la raison de la progression dont il s'agit. ' 

l)e la définition même des pnigresskins arithmétiques et géoiuetnques. on 
définit immédiatement les propositions suivantes ; 

i" Théorème. Dans foute pn.^resslou arithmétique dont un terme se 
réduit à zéro, le terme suivant est la raison même de la progression. De 
plus, le rappirt aritbmétique de deux termes est encore un terme de la 
progression; et, |>our obtenir le rapport arithmétique d’un terme quel- 
conque à ruii des termes précéflents, ilsuflit d'ajouter la raison à elle-inéiiie 
autant de fois qu’il \ a d'unités dans le nombre des tenues intermédiaires. 

a' Théorème. Dans toute progression géométrifpie dont un terme se ré- 
duit à l’iinité. le terme suivant est la raison même de la progression. IK' 
plus, le rapport géomélri()ue de <leii\ termes est encore un terme de la 
progression; et, pour obtenir le rapport géfimétrique d'un terme quel- 
conque a l’im des termes précé-dents, il suffit de iiiiiltiplier la raison par 
elle-même autant de hiis (|u'il y a d’unités dans le nombiv des termes inter- 
médiaires. 
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Dp ccsdpux tliéoreiiips, ou tiro eiicon" le suivant. 

3” Théorème. l'jtaiit données une prof'ression arithméli<|ue dont un terme 
se réduit à zéro, et une jM’ogi'ession géométrique dont un terme se ré<hiit 
a l'iinité, .si l’on fuit correspondre aux termes de l'une les termes de l'autre, 
de telle sorte qu’au terme zéro delà progr(>ssion iirithmétirpie, rorrespoude 
le terme i de la progression géométri<|ue, alors le rapport arithmétique 
entre ileux termes de la progression arithmétique et le rapport géomé- 
trique cnti-e les deux tern«*s correspondants de la progression géométrique, 
seront deux nouveaux tei uu*s qui appartiendront i-es])ectivement aux lieux 
progressions indéiiniment prolongées, et qui correspondront encore ruii à 
l'autre. 

C.onccvoiis, en [larticnlier, que, la raison de la progression arithmétique 
étant réduite à Tunité, la raison de la progression géométrique soit une 
quantité positive n*pixh>entée par la lettre a. Les divers termes de la pro- 
giession aritliinétique se léduiront aux quantités entières 

(i) ..., 3, 3 , I, O, I, 3 , 3, ..., 

et les termes cori esjxindants de la progression géométrique seixinl 

(3) ..., —I -î-t -J I, A, AA, A.VA, .... 

Mors aussi, n étant l'un quelconque des termes de la progix'ssion arithmé- 
tique, le terme correspondant île la progression géométrique sera ce que 
l'oii nomme la puissance entière de a, du degré marqué par ïexposant n, 
et ce que l'on désigne par la notation a". Cela posé, on aura non-seulement 

(•3) A"=t, 

mais encore 

(4) ..., a' = A, a’ = AA, a’ =: AAA, ..., 
et 



Lu vertu des formules (4) et (5), si n est |>ositif et leprésente en consé- 
quence un nombre entier, la jmissance de a, repixisentée par la nota- 
tion a", ne sera autre chose que le produit de n facteurs égaux à A, et l’on 
aura, de plus, 



Ajoutons que, si m, n représentent deux quantités entières quelconques, 

Ex. d Al», et dx Phr$. matii., T. tV.lAÎI* lUr.J 


( -94 ) 

ou ailla. (Ml vertu du troisièiiu' théorème, 


(<■') 



ItoiK le rapport •’éomélriquc de deux puissances entières de a est encore 
une puissance entière dont l’exposant se réduit au rapport arithmélicpte 
des exposants des deux premières. 

.Sii|)|>osoiis maintenant que, n étant un nombre entier quelconque, ou 
choisisse le iiombiT a «le maniiM'e a viM'il’ier r«’‘quation 


(7) a”=A; 

alors a siM-a ce que l'on nomme la racine de A, et ce (|iie l'on re|iré- 


seiite |iar la notation y'- l‘«>sous d'ailleurs, pour abréger, 

I 

a = - I 
n 


et Concevons i|ii aux |M"ogressions (i), (a) on substitue les suivantes ; 

8 — 3 a, — aa, — o, a. a a, 3 a 

C9) .... a-% a“’, a-', 1, a. a’, a’, .... 

Ia’s termes 

■10) —a «a. — a «a, — nst, a. «a, an a, 3 n a, ... 

de la jirogression (8) se rt‘duiront (Hidemmeut à ceux qui coniposfMit la 
progression {i ■, et les termes corresponilants «le la progression (cj) à ceux 
qui coniposent la progression (a), c’est-à-dire aux puissances entiènxs de a. 
On a été conduit, par cette r<Mnarque, à généraliser la notion des puis- 
sances des uoinbi-es, en l'éteiHlant au cas oii 1 (mi degrés de ces puissances 
ciMweiit d'étre di’s quantités entières; et à dire qu’un ternie (]uelconqiie de 
la [irogix*ssioii 1, 9) est la puissance de A du degré marqué par le terme cor- 
res|>ondant de la progri-ssioii (8). D’ailleiU's, y étant un ternie quelconque 
«le la progression (8), on est conveiui d’indiquer encoix;, à l'aide de la 
iiolalioii A’, la puissance de a du degré marqué par l'exposant y. Cela |>osé, 
coniine l'exposant de a dans un terme de la progression (9) est le produit 

du terme com*spoiulanl de l.i progression (8), par le nombre entier n = 

<111 aura lou|ours 

(il) A» = a"'. 
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Oii Irmiveni, par eKeiuple, en jjoîiant v = 

I n 

^ I a ) A" = a = V A ’ 

puis, en (lésigiiaiil par ;»i un entier quelconque, distinct de 

; 1 ^) A" = a” = (vÂ) , 


et 

(>4) 


a-» = l = 4- 


Vinsi, les puissances de A, des degrés marqués par les exposants 

ne senuU autre chose que la racine de a, la m'^““ puissance de cette 
racine, et le nombre inverse de cette puissance. De plus, a" étant le pi-o- 
diiil de n facteurs égaux à a, il est clair que a”" représentera le produit 
de mu factein"S égaux à a, par conséquent le produit de in facteurs égaux 

a a" = A, ou bien encoiv le produit de n facteurs égaux à a'" = a". Donc, 
par suite, on aura 


(i5j 

donc, si l’on |>ose 

(. 6 ) 

on uiira encore 

(17) 




A” 


11" = a" , 


en sorte que les équations (16), (17) fourniront toujours la même valeur 
jHiur le nombre B. KnHn, en désignant jiar jx, v deux quelconques des 
fermes de la progression (8), on aura, en vertu du troisième tbéorcme. 




ou, ce qui l'evient au même, 

(18', = . 

A* 

('.oinme rm peut, sans changer la valeur d’une fraction, multiplier ses 

•• a5.. 
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ikiix lennRs par un même facteur, il en résulte qu un nombre fraction- 
naii^ quelconque /x peut être présenté sous diverses formes. Mais on 
démontre aisément qu’à ces diverses fonnes répond une seule valeur <le .v“ • 
Kn elïet, soient m, n les nombres entiers dont le rapport géométrique — 
représente le nombre fractionnaire ix ivduil à sa plus simple expression. 
Les fractions équivalentes au ra|)poi't seront de la forme h pouvant, 
être un nombre entier ipielconqne. D’ailleurs, si l'on pose 

m 

B = A", 

on en conclura, coinnie ci-dessus, • 

I!" = A™, 

puis, en élevant les deux membres à la puissance entière du degré A , 

B*" = A*", 

ou, ce qui revient au même, 

n = a'"’ 

On aura donc 

km m 

('9t a‘" = A" ' 

Ajoutons <pie de l'é-quation (19) on tirera 
- t 1 

1km m ’ , 

A*" A " 

OU, c<* (jui revient au meme, 

km tu 

(ao) -Ji _ n- 

Or, il suit immédiatement dr-s fomudes (iq) et (ao), qn a un exposant 
fractionnaire p., positif ou même négatif, corre.spon<l toujours une 
seule valeur de a''. .Ajoutons qu’en vertu de la formule (18), le inpport 
géométrique- de deux puissances Jractinnnaires de \ est encore une puis- 
sance. f) actionnaire dont l'exposant se réduit au rapport arithmétique des 
exposants des deux premières. 

Il suit évidemment de la foriinde (7), que la raison A de la progres- 
sion {%), et la raison a de la progression (9), sont toutes deux sii|iérieures 
on toutes deux inférieures à l’unité. I.esdeu\ progressions sont croissantes 
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ilaiis le preiiiiei- cas, ilecroissantes dans le second; par couséffiient , la 
puissances entières et fractionnaires d’un nombre donné a croissent ou 
décroissent pour des valeurs croissantes de l’exposant, suivant que ce 
nombiv est supérieur ou inférieur à V unité. 

Concevons inaintenanl que, dans la formule (7), le nombre n devienne 
de (dus en plus grand. Il est ais^ de voir que la valeur de a, déleî-minée 
par cette foriiiule, s’approchera indéfiniinent de ruiiité. 

Kn eflet , il suit de cette fornude même, 1“ que les deux nombres a, .a 
seront tons deux siq>érieurs ou tous deux inférieurs A l'unité; a" ipie l'on 
aura 


(ai) 


K — I ^ a" — I J 

a — I a — I a-t-a -4-... 


De plus, ou tirera de la formule (ai), i“en supposant a > i, et, par suite, 
a > I , 


(aa) 

par cons<-q lient , 


> «; 


a - I < 


et 


(a3) a < 1 + 1 :^; 

n 

a® ea supposiuit a < i, et, par suite, a < i, 

(a4) < n, 

par consécpieiit , 


et 

(a5) a < I - Lr:-*. 

n 

Or, il résulte évidemment de la formule (a3) ou (aî), que le nombre a 
s’approchera indéfiniment de l’unité, si , en attribuant au nombre a une 
valeur eunslante, ou lait croître indéfiniment le nombre etiticr n. 

Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, ou 
même irrationnel. Si ce nombre ii’est pas un des termes de la progres- 
sion (9), il sera du moins compris entre deux termes consécutifs 


a\ a^- 
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i|tie Ton pourra aussi présontcr sous les formes 

et (|ui pourront être censés exprimer deux valeurs approdnies du iiomlire h. 
D’ailleurs, n venant à croitre indéfiniment, le rap|K>rt 



et, a plus forte raison, le rapport 

b b 


se rapproclieront iiidéfiiiiiuent de ruiiité. l>oiic alors a'* convergera vers 
une limite égale à I). Mais, si l'on ap|ielle fi la limite vers laquelle conver- 
gera, dans la même hypothèse, le produit), a, on devra natuixdleineut re- 
présenter, par la notation .a'*, la limite vers laquelle convergera la puissance 
fractionnaire a". Donc, en adoptant cette derniere convention, on aura 

h = a“. 


On pourra donc alors représenter un nombre ipielcouque h |>ar une ex- 
pression de la forme a'“, fx étant une quantité [msitivc ou négative, en- 
tière ou fractionnaire, ou même irrationnelle, .\joutons que, si la valeur 
numérique de est irrationnelle, la prop'ession (9) ne renfennera Jamais 
le iiomhre h ou a'', mais seulement des valeui's ajiprochées de ce nomhie. 
Dans le même cas, a'* sera ce qu’on nomme nue puissance irrationnelle 
de A. Ia> degré ou Ycxposant de cette puissance sera la quantité iiratioii- 
uelle p.. 

Kemaïqiions, enfin, que l’équation (18), ipii subsiste pour des valeurs 
fractionnaires quelconques des exposants p, et v, continuera nécessaii'emenl 
de subsister, si ces exposants, apres s’ctre ap|>iochés indéfiniment de cer- 
taines limites irrationnelles, atteignent ces mêmes limites. On peut donc 
étendre la formule 



au cas où les exposants p , y devieuneiil irrationnels, et. rni consérpience, 
on peut énoncer la proposition suivante. 

/('■ Théorème. la- rapport géométrique entre deux puis.sances rpielcon- 
ques d'un nombre tloinié a est encore une puissance de a dont l'exposant se. 
réduit au rapport arithinéli<|ue des exposants des rieux premières. 
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l,'étHmti<iii (a6) peut encore être présentée sons une atiti-e forme, qn il 
est 1 ) 01 ) «le rappeler, et qn’on olitient en expi'iinanf la différence a — v par 
une seule lettre. Kn effet , si l’on pose 

fX — V = X, 

et SI d’ailleurs on substitue à la lettre v la letti-e j-, on aura fi = ,t + jr, 
et ré<)iiation (a6) réduite à la formule 



iloniu-ni 

( 27 ) 

Aloi-s aussi, à la place du quatrième théoi-cme, on en obtiendra un anti'e 
qui, au fond, sera le même, et s’énoncera comme il suit. 

5' Théorème, la- pi-oduit de deux puissances quelconques «l'un nombie 
ilonné A c-st encore une puissance «le a tpii a pour exposant le pi-oduit des 
deux pi-emières. 

I.e théorème 4 ou 5 exprime la propriété la plus i-emai-quable des puis- 
sances d'un nombre, et même cette propriété suffit j>oui- les.caractériser, en 
sorte ipi'on peut énoncer la pi-oposilion suivante. 

6' Théorème. .Supposons que, x étant une «[uantité quelconque posi- 
tive ou négative, on se. serve «le la notation [«r] pour d«-signer une antre 
«piantité qui varie avec x par degrés insensibles. .Si l'oii a, pour des valeurs 
«pielconques des quantités x, jr, 

(28) l^) [7] = 

mi aura aussi 

(29) [x] = [lf.' 

Démonstration. On tirera successivem«*nt de la formule (5), en désignant 
parx, y, z,..., it, e, le, des quantités (piclcon«jnes 

[•^l[j’]f=l = [^ + .rlf2l = zj. 

et , généralement , 

= IJf J e + u-J; 

puis, en désignant par n le nombre des «(iiantiffis x, y, z u, i», le, et 

supposant toutes «-es quantités égales entre elles. 

(30) [xf = [n.r|. 
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Daillpiirs, on lii-era de l'équation (3o), i” en jK)saMl x = i, 

(3i) («] = [']"; 

en posant x = - 1 

Kr=i'i. 


et , par r.onséqnent , 
(3i) 


[.-] =i'A 


3“ eti dési(;nanl par m un iioinbre entier distinct de « , et posant x = 

= iir> 

par conséquent , eu égard à la IV)rinnle (3a 

(») (î] = l'l-‘. 

[ntis, en faisant varier la fraction — de inatnere à ce qu’elle s approclie in- 
définiment d’un nombre donné y, on tirera de la formule (33), 

fv] = i>r- 

On trouvera, en particulier, en posant y = o, datis la fornnile (3<i). 

l35) [o] = t. 

F.iifiti, en posant dans la formule (i8) 

X = y, J- = — V, 


on en tirera 

par cuiist'-qiieiil , 
(36) 


fr)l-r|=:i; 


n-tr]- 


et il résulte évidemment des formules (3/|), (36). que si I on attribue à x 
une valeur réelle quelconque i: y, on aura 


j: = I r- 
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U' fl 

O'ie/f/ues Théorèmes concernant les moyennes arithniétiques 
et géométriques, les progressions, etc. 


$ I. — Sotions rtiativcs aux moyennes arithmvtiqtu's et géométriques. 

l.i< moyenne arithmétique entre n quiuitilés cloimées est la partie de 
leur somme. 

1^1 moyenne géométrique entre n nombres donnés est la n"“" racine de 
leur produit. 

D’autre part, la somme de n quantités est évidemment comprise entre les 
produits qu’on ohlient quami on multiplie par n la plus petite et la plus 
gratuie de ces quantités. 

Pareillement, le produit de n nombres est compris entre les puis- 
sances du plus petit et du plus grand tic ces nombres. 

Donc, par suite, la moyenne arithmétique entre plusieurs quantités est 
toujours renfermée entre la plus petite et la plus grande de ces quantités. 

Pareillement, la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est toujours 
renfermée entre le plus petit et le plus grand de ces nombres. 

Kn partant de ces principes, on établira divei-s théorèmes d'alf»t-bre qui 
seront successivement énoncés dans les paragraphes suivanls. 

§ Il — Sur les progresiiions géomrtriquft, et sur les moyennes arithmétiques entre 

leurs termes. 

(.Considérons d'abord une progression géométrique dont le premier terme 
soit l'unité, et iloiit la raison r soit une quantité positive quelconque. Ia>s 
divers tenues, dont nous supposerons le nombre représenté par la lettre n, 
seront res|ieclivement 

I /• /•* r""" * • 

Kx. d'Am. ft sU Pk math.t T. IV. Mvr.) 
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«•I, si l'on (Ipsigiie par s„ la somme de ces termes, on aura 

(i) = I + »■ 4- -I- .. . + r”-' = • 

D’ailleurs, le plus petit et le plus grand de$ termes dont il s'agit seront les 
deux termes extrêmes 

/■, r"-'. 

Donc, en \ertn des principes exposés dans le § I", la somme S„ sera com- 
prise entre les j>roduits qu’on obtient, quand on multiplie ces deux termes 
par«, et l’on pourra énoncer la proposition suivante : 
i" T'hrorème. Lu somme 

I — r" 


des n termes de la progression géométrique 

I /* r* 1 

est eomprise entre les limites 

H et nr"~'. 

Nous avons ici supposé que le premier terme de la progression géomé- 
trique donnée était runité. Supposons maintenant que ce premier terme 
soit une quantité quelconipie k, la raison étant toujours positive et repré- 
sentéH’ par r. la^sdivei-s termes de la progression deviendront 

k, kr, At*,..., kr"~', 

et leur somme que je représenterai par S„ sera évidemment égale à ks„. 
bile sera donc comprise entre les limites nk , et à la place du l théo- 

rème, on obtiendra la proposition suivante : 

a' Théorème, r étant un nombre quelconque, et k une quantité tpiel- 
conque positive ou négative, la somme 



lies n termes de la progression géométrique 

k, kr, Ar’,..., kr"~' , 

est comprise ejiire les limites 

nk, nkr"~' . 

Si 1 on divise la somme S„ des termes de la progression gikunétrique don- 
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née [j.n' leur iionilire ri, on obtiendra la nuncnne arilliinéliquc entre ce^ 
mêmes termes. En vertu du deuxième tliéorème. cette moyenne aritlimè- 
liqne, que je désignerai par R„, et que détermjne la formule 



sera comprise entre les deux termes extrêmes 

X, kr"-' 


de la progression géométrique, 
aura S„ = s„, par conséquent, 


Si l'on suppose, en particulier, X = i, on 



ou, ce qui revient au même. 





I -1- r r ' . H- r'*' 

n 


I I — / 
n I — /• 


et la (piantilé /f,, c'est-à-dire la moyenne arithmétique entre les divers 
termes de la progression géométrique 

I, r. r*,.... I"-', 

sera comprise entre les termes extrêmes 

1 , . 

Ij moyenne arithmétique déterminée par la formule a , possédé 
encore une propriété remarquable dont l’énoncé fournit le théoiTiue sui- 
sant : 

3' Théorème. Si le nombre entier n vient à croiti'e, la movenne arith- 
métiqiie' 


entie les divers termes de la progi-ession géométrique 

croîtra ou décroîtra suivant que la raison r sera supérieure ou iiiférieim» à 
l’unité. 

Démonstration. Soit 

m ■= n-i- I 


. nu nombre entier supérieur à n, en sorte que / .soit positif. On aura non 

■af).. 
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«- = 


I -t- r r' 


iiiiiis encore 




I ^ r’ 4- 


n i 

iMi, ce <(ui revienl au même, 

• r +- r> 4- . . . -U f"-‘ /•■4- r“" 4-...4-f**'' 




n -) ■ / n 4- < 

par cons«'’(|ueiil, 

„ ,, r”4-r"-4-...4-/"*'-' / I4- 4- . . . 4- r—' 

— /«U = — 


ti i 


n n + t 


ou, ce cpti revient ati meme, 
la valeur de A étant 


V») / 


(•i) 


A = 


I 4- '•4-. . • 4-''*' Z' ' 4- 4- . . 4- r"“ 


Or, rnnité étant inférieure aux puissances positives et sujM-rieure aux 
jvuissances négatives <lc c, ipiand on a r > i , il ret clair que, ilans cette 
liyiKdIu'se, les «leux moyennes arillimétiqucs dont la différence équivaut 
à A en vertu de la foriinile (4), seront, la première supérieure, la seconde 
tnférienre a rnnité. On aura ilonc alors 

A > O, cl, par suite, 7f„,, > /f,. 

Mais 1e contraire aura lieu, si l’on suppose r < i, et, dans ce dernier cas, 
les formules i f\ ) et ! 3) donnent 

A < O, par conséquent, /?,„./ < B„. 


§ III. — ItiS pivgirssiont arithmétitiucSf et stule» moyennes géométriques entre (enrs ter mes. 

r.onsidérons maintenant une progression arithmétique dont tous les 
termes soient positifs. Si l’on nomme a le premier terme, h la raison, u le 
iioinhre des termes, ceux-ci seront respectivement 

a, rt 4- h,..., <i 4- (n — a) />, n 4- (n — i) A; 
et, en nommant P„ le produit de tous ces termes, on aura 
I /*« = O (rt 4 A) ... [o 4- (n — a) A] fo 4- (n — i) A]. 
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l)‘ailleiii-s le plus petit et le plus gruiul îles termes dont il s’iigit seront le,s 
deux termes extrêmes 

II, a -(- (n — i)li. 

Donc, eu vertu des principes exposi-s dans le § I", le produit P„ sera com- 
pris entre les n''""'' puissances île ces deux ternies, et l’on pourra énoncer 
la proposition suivante: 

i" Théorème. Ia: proiluit P„ des n termes de la progression arithmétique 
‘ a, u-f- a)i, a -i- (n — i)/;, 
supposés tous positifs, est compris entre les limites 

II", 

. ■ ■ ■ * 

Vu l'este, ou peut obtenir deux limites plus rapprochées qui compreiineiit 

entie elles le priMliiit I‘„ ensuivant la marche ipie je vais indiquer. 

■le remarquerai d’aboril que, sî l'on désigne la somme de deux nombres 
par À, et leur difféi-ence par'/, ces deux nombres auront pour valeurs res- 
pectives les deux expressions 

et pour produit re\pres.sion ^ 

• ilzi.' ■ ■'* ’ 

qui décroît sans ccs.se pour dés valeurs croissantes de /. t'.e produit sera 
donc inférieur ou tout au plus égal à , c'est-à-dire au carré de la demi- 

somme des deux nombres, et deviendu^i^ plt^. petit possible, quand la 
diflérence l sera la plus grande possible..” ‘ T ^r* " ^ 

tîela posé, concevons que l’oii multiplie le produit par lui-même, 
apres avoir l'en vei'si'' l’onire des facteurs. Le cari'é Pi ainsi obtenu pourr i 
éli'e considéré comme le produit de n facteurs, dont chacun serait fourni 
par la multiplication de deux termes pl.acés ,à égales distances des extrêmes 
dans la progressioti ^ 

ti, n-i b,..., a +{n— i)b,^ a +{h — i)b, 

c'est-à-dire par la multiplication ^ deux termes de la forme 

' '9 - * 

a -+- mb,^ n •+ (tr — m — i)b, 

m étant un nombre entier égal ou inférieur à n. D’ailleur^, d’apres la re- 
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marque faite tout à l'heure, le produit de deux semblables termes sera tou- 
jours inferieur^ au carré de leur demi-somme 



et toujours égal ou supérieur au produit des termes extrêmes ■ 
a, a -H (n — i) A. 


Donc, par suite, PI sera compris entre les liinites inférieure et supérieun* 

rt"fa -t- («— I ) /->]'', {a -h ” ■ ‘ M • 

et le prrKluit P„ lui -même entre les racines carrées de ces limites. < )ii pourra 
donc énoncer encore la proposition suivante : 

a' Théorème. Le produit des termes de la piogression arithmétique 

n, a-i-l),..., I^a -t- Il — ‘i)h, a+[n — i)h, 

supposés tous |K>sitifs, est compris entre les limites inférieure et su|XTieure 

n H 

a-[a + {n-,)hf, (a+'^b)’- 

C orollaire i". Si l’on suppose a e.t b réduits à l'unité, on conclura du 
deuxieme théorème que le produit 

I . 2 . 3 ... « 

est compris entre les limites inférieure et siq>érieure 


n 



Corollaire 2'. Si l'on suppose 

n = I et /> = !-) 

m 

m étant un nombre entier égal ou supérieur à u , on conclura tin deuxieme 
théorème que le produit 

(,_l) 

\ m ’ \ , m f y m J 

('*,1 compris entre les limites inférieure et supérieure 


•Il 
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On aura «loue 


( ) 


D'autre part, si i’on pose 


/• = I — 


n étant égal ou inferieur à ni, le nombre r sera in*férieur à l’imité. On aura, 
par suite, en vertu du théorème i" du § II, 


ou < ri , 


ou même, si n est un nombre pair. 


ou < - • 
2 


(3) 

Il y a plus : si n est un nombre impair supérieur à l’unité, on aura néces- 
sairement n > a , et le troisième théorème du § II donnera, pour r < i , 

I I — ' 


n I — r a 1 — r 


par conséquent , 

puis, en remplaçant dans cette dernière formule r par r^, on trouvera 


1 — r* n 
I — r' ^ 2 ■ 


1 — f . < ’i. 

I — r ^ a 


Donc, si n désigne l’un quelconque des nombres entiers supérieurs a l’unité, 
la formule (3), que l'on peut encore écrire comme il suit, 

n 

(4) r® = ou > I — — r) 

sulisistera généralement pour r < i . Elle subsistera donc alors pour 


r = I • 


de sorte qu’on aura 

(5) 

\ m) 7. m * 
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Or, «les formules ( a) et (5) r«'*uiiies, ou «létluit immédiatenieiil la jjroposilion 
suivante. 

3' Théoi-ème. m, n «'tiul «leux iinmbres entiers «loni le .second n sur- 
passa* riiuilé, eu demeurant inf«'*rieur à m -f- i, le produit 



«les n termes de la progression arithm«‘tiqiie 

I a n — I 

’ m ' m m 

ne pourra s’.'draisser au-«lessous «le la limite iuf«*rieur«* 

2 m 

qu'il atteindra seulement dans le cas particulier ou l’on aura n = a. 

Si l’on extrait la racine n'*’”'' du produit P„ d<'*terinin«'* par la formule (i)^ 
on ol>ti«jmlni la iiniyenne g«*om«*triquc enlir les divers lei-mes «le la pro- 
gression aritlnnctique 

a, a -h b,..., rt-h(n—‘x)b, «-‘-(/i— i)A. » 

Kn nommant cette moyenne géonn^trique, «>n ihuluira imni«*«liatenient 
du thiweme a la ]>ro|>osilion suivante : 

4' Théorème. La niovenne g«*onu'*trique 

I , » 

.*/„= [a(rt A).. .(,1 -i-(n — 

enti-e l<*s terme.s de la progression aritlini('*tique 

a. a + h,..., a <r(n—i)b, a ■*•(/{— i, b, 
siq>p«is«’*s tous positifs, est comprise entre les limites inf«*nein*e et siipi’-rieure 

«i’[rt (n — a -h b. 

Si l'on suppose a et b nHluits à l’uniti*, alors, a la place du «)uatrieme 
llæoreine, «ni olitieiulra la proposition suivante : 

S' Théorème. 1 ai niovenne géonu'trique 

r 

( I . a . 3 . . . « 

entre les nondires entiers 

^ I. 3.". . . , Il 
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ost comprise enlre les limites inférieure et snpérioiiiv 

\ n I 

n\ , .. 

§ IV. — Contrt/ttences tUversts dft principes ètabiis Hans /« para^mphts prtxvHrtify . 

On peut, des principes établis dans les paragraphes pn-cédents, <lédnire 
«livei-ses conséquences qui méritent d'être remarquées. Ainsi, en particulier, 
si, en désignant par r un nombre quelconque, U par/i un nombiv entier, 
l’on pose 


n I — r 


si, d'ailleurs, on nomme m un autre entier inférieur à n, alors, en vertu 
du troisième théorème du II, on aura, pour r < i, 

ou, ce <]ui revient au même. 


et, pour r > I , 

ou, ce qui revient au même. 


— <' I 

fl. ^ 

R. > R.n, 



fl. . 




(iomme on aura d’ailleurs, dans l'un ou l’autre cas, 

fl, m I — r" m r' — i 

fl« » t — r J « r* — I 

on devra conclure que, si n surpasse m, on aura, pour r < 

et, pour r > I , 

,a) 


.Si, maintenant, on remplace, dans les formules (i) et (a), r par r™, ces for- 
mules seront réduites, la première à 


0 ) 


<r? 


Ls. O Al. eifie Plffi. -rnttl,.. T. IV. (45« Un.) 
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la seconde à 


'4) 


( »'« ) 


C L>1. 

r — I m 


Kiifiii rien n'eiufiécliei'a de concevoir que, dans la torimile (3) on (4), la 

Iractiun £> devenne variable, s'approclie indéfininieiit d’un certain nombre 

V rationnel on iiTalionnrI, mais siip'-rieur à rnnilé, et alors, en i-emplaçani 
n 

— par y, on trouvera encore, pour /’ < i. 


< V, 


> V. 


( 5 ) 

et , iMinr i' > i, 

\jonlons que, si l’on remplace r par on tiix-ra, i" de la lormnle (5), 
pour ^ < I, r > t. 

(7) 

a" de la l'ornnile (fi), pmir - > t, r< i. 




>yr'"’. 


(8) 

< )r il suit évidemment lU-s lormules (5) et ( 8 ), on ( 6 ) et < 7 ), que le rapjiori 


sera toujours ctmipris entre les limites 

y et yf'-', 


SI le nombre y est supérieur à runité. 

Vu reste, en raisonnant toujours île la même maniéré, on arriserail 

eticore aux mêmes conclusions, si la Iraction — et la limite y de cette Irae- 

m 

tiou étaient supposées non plus supérieures, mais inrérieiires à l'unité. 
.Seulement alois*. le tbéoreiiie 3 du tj 1! donnerait, pour r < r. 


pour r > 1 , 


n„>R„. 
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et, [lar suite, dans les «liverses fonmiles obleiiiies, «ii devrait rempl.ifer le 
sijJiie < par le signe >, et réciproqueineiit. 

Ola posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 
i" TTiéorènte. r et v étant deux nombres tpielconques. le rapport 

r " — I I — r“ 

r — I I — r 

sera compris entre les limites 

V et Vf-'. 

('.oncevons maintenant que, x, pétant des nombres distincts, on pose 


on en conclura 


et l'on aura, par suite. 


jr= rx; 
v«= r-x' 


Y - X = (/■ — |)X, — X« = (/- — I iX“, 


r* — X* r" — I 

i =: jr*-' , 

V — X r— I 

Donc, eu égard au premier théorème, le rapport 

y” — x' 
r — X 

sera compris entie les limites 

vx*"', vf-'jr'-'. 

dont la seconde coïncide avec le produit vj'”~';et l'on pourra éiioncei' 

la proposition suivante : 

3 * Théorème, x, v étant trois nombres quelconques, le rapport 


,r • — X • 
y — x 


sera toujours compris entre les limites 

vx'—', V r'~' • 

Si, en désignant par Ax un accroissement attribué à la variable x, et 
par A(x’’) l’accroissement correspondant de x', on pose 

_>• = X -1- Ax, 


on aura 
et , par suite. 


J ' = -1- A(x.), 

y' —x" _ ù.(x') 

T — X A r ’ 


37.. 
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puis, en faisani converger vers la limile /a'ro, on conclura du deuxieme 
lliéoréine que la limile du rapport aux difTérences est le produit vjc—'. 

D’ailleurs celle limile est précisément ce qu’on nomme le rappoit différen- 
tiel de x‘ à X, ou la dérivée de x' différentié par rapport à x, et ce que 
l’on désigne par la notation 

rf(x') 


rfx 


I),(X> 


\insi l'on peut, du deuxieme tliéoréiiie, déduire immédiatement la formule 

(9) ^^ = l>x(-r>) = vx-', 

de laipielle on tiiv 

(10; dyX‘) =■ vx'~' dx. 

KéciproipiemenI, de la formule (10), supposée connue, on poun'ait l'eNenir 
au second lliéoreiue, en s'a|ipuyanl sur une proposition énoncée dans le 
deuxième volume de cet ouvrage. En effet, si, en attribuant à x une valeur 
constante, on fait varier y à partir de y = x, les différences 


^-x, J'-x> 

seront deux grandeurs coexistantes qui s’évanouiront simultanément; et 
leiirrap|>orl différentiel, représenté par la notation 

iizn 

,tr ’ 

se confondra, en vertu de la formule (9), avec le pixKiuit vjr'—'. Or ce pro- 
duit, qui se réduira simplement à vx'~*, quand on posera ^ = x, 
cixu'tra ou décroîtra sans ces.se, tandis que l'on fera croître la valeur numé- 
rique de la dilférence y — r. Donc les valeurs extrêmes de ce produit , 
repré‘seiité**s par 

VX'~'. VJ-' — ', 

devront, en vertu d'un lliéorême énoncé à la page 190 du deuxieme volnuie, 
comprendre entre elles le r.ip|>orl 

> — T ’ 

— -r 

des deux grandeurs coexistantes 

V-x, J'-x'. 
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Art quantité géométrique i = i , , et sur ta réduction d'une quantité 

â 

géométrique quelconque h In forme 


Soient r, P les coordonnées polaires d’im point A renfermé dans nn 
eertain plan, r étant le rayon vecteur OA mesuré à partir du pôle O sur 
une droite qui forme avec Vaxe polaire OX l'n/igZe polaire p. D'apiés ce 
qui a été flil à la page i Ü8, le rayon vecteur OA sera représenté en gi-andeur 
et en dir(*ction par la quantité géométrique r^, dont rsera le module, et p 
V argument. 

(lela posé, l’argument p pourra être run quelconque des angles décrits 
par un rayon vecteur mobile qui , d'abord dirigé suivant l’axe polaire, 
tournerait autour du pi’jle, <le manière à prendre définilivement la direc- 
tion OP. Or ces angles forment évidemment une progression arithmétique, 
dont la raison équivaut à quatre angles droits mesurés par la circonférence 
dont le rayon est runité, c’est-à-dire par le nombre a;r. Mais, parmi ces 
mêmes angles, un seul est renfermé entre les limites — n, -t- tr, les atifres 
se déduisant de celui-ci par l’addition ou la soustration des divers multiples 
de an. .ajoutons que, si l’argument p est considéré comme positif quand 
le rayon vecteur mobile a tourné dans un certain sens avant de parvenir à 
la position OP, le même argument deviendra négatif, quand le r.ayon vec- 
teur mobile aura tourné en sens contraire. Le mouvement de rotation sera 
direct dans la première by[K)thése, et rétrograde dans la seconde. 

Eaifin, lorsque le signe -t- ou —, qui sert à indiquer l’addition ou la 
soustraction, sera placé devant r^, l'expression 

-4- Cp ou — rp 

ainsi obtenue représentera la longueur r mesurée à partir du pôle dans la 
direction qui forme avec l’axe polaire l’angle p, ou dans la direction op- 
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poMH», en soi'te qu’on aura [page 1G4] 

i) + »> = O» — '"e = '>"« ^ 

Dans le cas pai'liculier où le module r se ivduit à riinilé, la (piantite 
géométrique r^, lédnite à la forme i^, représente la longueur i mesurée à 
partir du pôle dans la direction qui forme avec l'axe polaire l’angle p. Si 
a cette direction on substituait la dii'ection opposée, alors, à la place de 
la quantité géométrique i,,, on obtiendrait la quantité opjmsiV 

(î) Ip. 

Si la dii-ection donnée coïncide avec celle de l’axe |>olaire, ou avec la 
dii-ection opposée, la quantité géométrique i,, sera riVluite à l’une des 
quantités algébriques 

Si, au contraire, la droite sur laquelle se mesure la longueur 1 desieiit 
|ierpendiculaire à l’axe polaire, alors l’expression I, se trouvera réduite à 
l’iine des quantités géométriques 



La pieiiiiere de ces quantités, c’est-à-dire la longueur t, mesurée dans la 
direction que pixmd un rayon vecteur mobile doué d’un mouvement <le 
rotation direct, et primitivement dirigé suivant l’axe polaire, au momeiit 
où il devient pour la première fois perpendiculaire à cet axe, sera doréna- 
vant désignée par la lettre i. Eu égard à cette convention, l’on aura 



ou, ce qui revient au même, 

(4 


Donc les (jiiantités géométriques i et — i représenteront les racines carrées 
lie — I ; et, comme on tirera de la formule (/j 1 , 

par conséquent 

( 5 ) i‘=i. 
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il est clair que i et — i reprégenteront encore les deux racines quatrièmes 
et non algébriques de runité. Cette conclusion ne düTèrc pas an fond 'le la 
remarque faite à la page 167. 

En résumé, i et — i sont les deux racines de l’équation binôme 

(6) z*=-i, 

à laquelle il est impossible de satisfaire tant que l'on prend ptui' z une 
quantité algébrique, puiscpie le carré de toute quantité jKisitive ou négative 
est nécessairement positif. Si l’étptation (6) devient résoluble, dans le cas 
où l'on prend ]K>ur z une quantité géométrique, cela tient à ce que la déb- 
nition donnée en algèbre du produit de deux quantités se généralise i|iiand 
res quantitt's cessent d'élre algébriques, et jierinet au produit 

zz= 2» 

de detix facteurs égaux d'acquérir une valeur négative. 

Concevons maintenant que l'on détermine la po.sition du ]>oint .\, non 
plus à l’aide des coordonnées polaires r et p, mais à l’aide de deux coor- 
données rectangidaires jr et mesurées à partir du pôle : i® sur l'axe 
[mlaire; 1° sur une perjiendiculaire k cet axe. .Supposons, d'ailleurs, 
que l’on compte les x jxjsitives dans la directi(»n correspondante à une 
valeur nulle de l'angle polaire p, et les y positives dans la direction 

correspondante .à l’angle polaire la'.s coordonnées x, j', ou, ce t|ui re- 
vient au même, les projections algébriques du rayon vecteur r sur les axes 
des X et des^T', se rétluiront, pour r = 1, à ce qu’on nomme le cosinus et 
le sinus de l’angle polaire p ; et, comme, pour pisser de ce cas particulier au 
cas où r acquiert une valeur quelconque, il suflit de faire varier x et 1 
dans le rap|>ort de i à r, on aura généralement 

(7) x = rcosp, 7'=rsin/>. 

Il est facile d’exprimer la quantité géométrique r, eu fonction des coor- 
données rectangidairrs x, jr : et, d'abord, il est clair que, si rune de ces 
coordonnées s’évanouit, la valeur numérique de l'autre sera piécisément 
la valeur du r.ayon r. Dans la meme bypotbèse, l’expression se i-éduira 
évidemment à i ou à — t, si le rayon r se mesure dans le sens des x po- 
sitives on des x négatives; à i ou à — i, si r se mesure dans le sens des_7' 
|)Ositives ou des T' négatives. On en conclut aisément que la quantité géo- 
métrique 

1 *^) '>= 
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exprimée en fonction des coordonnées jr, y, sera rejirésentée en gi-andenr 
et en direction par l'abscisse x, si l’on a T' = o, et par le produit _7'i . si 
l’on a X = O. 

Si des deux coordonnées x, y aucune ne s’évanouit, aloi-s 

X et 

représenlerout évidennnent, en grandeur et en direction , non |)liis la lon- 
gueur r mesurée sur \me droite correspondante à l’angle |*olaire p, mais 
seulement les projections algébri<|ues de cette longueur sur les axes des x 
et des y. Quant à la longueur elle-même, elle sera la diagonale du rec- 
tangle construit sur les deux pix>jections. Elle sera donc [ page i (io] la somme 
des deux quantités géométriques x, y \, en sorte qu’on aura 

(9) r, = x-l-ji. 

Si le rayon r se réduit à ruiiité , on aura 
10) X = cos i>, y = sin /;. 

Donc alors la formule (9 : donnera 

(i i) ip = cosp -t- i sinp. 

Si, au contraire, le rayon r différé de runilé, on tirera de la formule (q) 
jointe aux équations (7), ou bien encoi-e de la formule (8) jointe a la 
formule (i 1), 

(il; r, = r(cos P -T- i sin p). 

C.oncevons maintenant que, /', p étant les coordonnées reclangidaires, 
et X, r les coordoniu^ polaires du point A, on pose, pour abréger. 

(1 3 ) z = r^ = x+yi, 

la quantité géométrique z sera ce que nous ap])ellerons X'qQixe de ce point. 
Si l’on di’signe par R, P les coordonnt'-es polaires , par A’, V les coordon- 
nées rectangulaires, et par Z, l’affixe d’un second point B. on aura encow 

(14) Z z= Re = X h Y'\. 

•Si les deux points coïncident, on aura non-seulemeirt 

(1 5 ) Z = s, 
ou, ce qui revient au même, 

(i6y = X -^ji. 
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iiidi.*» fiicore 

('7) A' = x, y~jr. 

RiViproqiiemciit, üi l't'-quation (i 5 )se vérifie, les points A, I! coïiicideronl, 
et, par suite. In formule (i 5 ) ou (i6) entraînera les équations I i-j). On peut 
donc éiiorieer la pniposition suivante : 

i" Théorrine. Ixirsque deux (|uantités géométriques sont égales, l'équa- 
tion qui exprime leur égalité peut être remplacée par deux équations entre 
quantités algébriques, savoir : par les équations qu’on obtient, quand on 
égale entre elles, dans les quantités géométriques données, les parties pure- 
ment algébriques, puis les quantités algébriques qui l•eprésenlent les coel- 
ficienls de i. 

ObstM'vons encore que l'équation (: 5 ), présentée sous la forme 

(18) Rp=rf, 

donnera [vo/f la page i 58 ] 

(19) /? = »•, (ao) I‘ = p^-iku, 

k étant une quantité (]uelconque, et, jiar suite, 

(ai) cosP = cos^, sinP = sinp. 

('.oniine ou aura d’ailleurs 

(aa) I,, = cos P -(- I sin P, 

il est clair que des formules (1 1) et (aa), jointes aux équations (ai), on 
tirera 

(ail ' I = ip. 

On arriverait encore a la même conclusion, en divisant par H =z r les 
deux membres de l’équation (18) prési'ntée sons la forme 

lpfi= IpC. 


lin rt’-sumé, la position d’un point dans un plan peut être coinpiélemeni 
déterminée, non-seulement par le système de deux coordonnées rectangu- 
laires, mais aussi par l’affixe de ce même point; en sorte que l’égalité di- 
deux affixes enIraîiK* la coïncidence des points correspondants avec l’éga- 
lité de leurs abscisses, de leurs orrionnées, et de leurs distances au pôle. 

Nous appellerons /toinls cou jtiÿit/’s deux jioints places symétriqueiiient 
par rapport à l’axe polaiix,. ou, ce qui revient au même, deux points situés 


Es d'An. rt de Ph. T. IV. Uvr.' 


ijS 
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H rgüles distances de cet axe sur inie droite jterpendiculaire à l’axe. Nous 
.ip|)elleroiis encore quanlités géométriques conjuguées celles qui représen- 
teront les affixes de deux |>oints conjugués. Cela posé, deux quantités géo- 
métriques conjuguées offriront évidemment, avec des modides égaux, des 
arguments égaux au signe près, mais affectés de signes contraires, et si 
Tune est de la forme 


(a 4 ) r, =JC -t- ji = r(cosp-l- i siiip), 

l’autre sera de la forme 


(a5) = X — T'i = r(cosp — isinp). 

Comme on aura d’ailleurs 

(a6) rp/-_p = r*, 

on pourra énoncer la proposition suivante : 

a' Théorème. Le produit de deux quantités géométriques conjuguées est 
le carré du module de chacune d'elles. 

Remarquons eucoix* que des formules (a4), (a5), (a 6 ), on tire 

{>?) = 

puis, eu ayant égard à la formule ( 4 ), 

(a 8 ) r* = x’ -k- 


li’équatiou (5) exprime simplement que le carré du rayon vecteur r est 
In somme des carrés de ses deux projections, et reproduit ainsi le théorème 
de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, le carré de l’hypo- 
ténuse équivaut à la somme des carrés des autres côtés. Ajoutons que l'on 
tire de la formule (a^) 


(’ 9 ) 


< J — /i X —jri _ 

-T-h/i r* * 


et que l’équation (29 ) réduit immédiatement à la forme X-i- Ki le rapport 
de runilé à la quantité géométrique x + y i, ou, ce qui revient au même, 
la quantité géométrique inverse de x -+-_ 7 ‘i. 

Si le module r des deux quantités géométriques q,, r_, se réduisant à 
l'unité, elles devietidi’aient respectivement , • ' , 

= cos P -I- i sin p, ~ cosp — i sinp. 

los principes exposés dans le Mémoire s»ir les quantités géométriques 
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pprniettcnl d'effectuer aisément, sur ces quantités réduites a la furme 
les diverses opérations de l'algèbre; s|)écialeiiient l'addition, la soustrac- 
tion, la niultiplicatioii, la division, et l’élévation à des puissances entières. 
Pour effectuer les mêmes opérations sur les quantités géométriques réduites 
à la forme x + jr\, il suffira évidemment d’appliquer les légles auxtpielles 
on aurait recours, si les quantités données étaient algébriques, en ayant 
égard aux formules (4) et .ag), et en se rappelant que, diviser par une 
quantité géométrique, c’est multiplier par la quantité inverse. [ l-’oir la 
page i64-] On ti-ouvera, par exemple, 

(.r -+-_yi)-t-(x' +j'i)+ ... = X + x' -h {jr -hjr' -h 
X' y i - (X + J-i) = X' - X + {y — 

(j^' J'i) = - JJ' + j)' : 

x+r'i _ (x— j-i) {jc'+jr'i) _ rx’ — ) i 

x + xi JT’-f-J-’ ’ 


('do'j 

(3.) 

(3a) 

(33) 


puis, en désignant par n un nombre entier quelconque, et appliquant au 
<lévelopj>etnent de (x -t-^yi)" la formule de Newton, on trouvera encore 


(34) (x-i- 7 i," = x 


-^1 


r 


( n « - rtf/i — i)'/i — a) - • « \- 


Kii égard à l’équation (34), ou pourra aisément réduire à la forme A'-t-Ji 
itue fonction entière Z, de la quantité géométrique z = x-+-_yi, c’«*st-a- 
dire une expression de la furme 

(35) Z = a + bi + ci,^ -t- gz*-' -X hi”. 


les coefficients a, b, c, . . ., g, h étaut des qitantités quelconques algé- 
briques ou géométriques. Ajotttons que l’on pourra réduire encore à la 
forme X+V i une fonction rationnelle de z, c’est-à-dire le rapport de 
deux fonctions entières de z, en ayant égani iion-seitlement à la t(jr- 
inule (34), mais aitssi à l'équation (33). 


a«.. 
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Surfes avantages que présente l'emploi des quantités- géométriques 
dans in trigonométrie rectiligne. ' ' " - ■ ■ ■ 


(loinine ou l'ii vu dans l'arlicle précédent, les deux quantité-s Kéoiné- 
Inqnes 

■/.* t-e 

sont liées an sinus et au cosinus de l’angle p par les formules 
(i) ip = cos^ -H i sin/>, i_p = cos — i sin />, 

dont la seconde »*st ce que devient la première quand on change p en — p. 
D’ailleurs, de ces deux foriiuiles on tire inuuédiatenient les suivantes : 

(a) co8/;= " - smy^ = ’ 

qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de l’angle p, à l’aide tics seules 
(piantités géométriques ip , i_p; et l’on peut ajouter que les équations (i), 
fa) fournissent le moyeu le plus court d’établir un grand nombre île 
lormules de trigonométrie rectiligne. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

D'abonl, il est clair que les propriété-s des expressions de la forme ip 
feront connaitre, eu éganl aux formule.s (i), des jiropriéli-s correspon- 
dantes des sinus et cosinus, Ainsi, par exemple, l’é-quation 

f .3 ) 1 P I _p = t 

pourra s’écrire lanume il suit, 

(cos p -1- I sin p) (cos p — i sin p) = i, 

et se réduira dé-fiintivement à la formule 
(4) cos* p -f- sin* p = I , 

qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d'un angle 
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ijiickmique p. l’areillfinoiit, ■ ■ ■ .• 

( ■’) ' 'c»r' — 'p ')>' 

<loiiiier:i 

cos (p + p^) ' siii [p + //) = (cos P -t- i sm p)[cos p‘ -t- isin p'), 

uii, ce qui revient an iiicine, 

cos (p + />') -t- i siii {p -I- p') = cos P cos p’ — sin p siii p' 

-I- i ^sill/Jcos/^* -t- sin p’cosp). 

et pourra être- reiuplaccc j page a 1 7 1 par le système üe.s deu\ formules 

cos (p 4- p') — cosp cos p’ — sin p sin p', 
sin (/' + p'j = sin p cos p' -H sin p' coup, 

<pn sei'vent à exprimer le cosinus et lè sinus tle la somme de deux arcs 
en ionction des cosinus et des sinus de ces inéines ares. Si l'un vent obtenir 
les cosinus et sinus, non plus de la somme, mais «le la dilïérence des arcs 
donnés, il suffira de remplacer p' par — p' dans les formules (6), des- 
quelles on tirera 

I cos (p — p') = cospeosp -t- Mil psinp', 

‘ ) sin (p — p') = sinp cos p' — sinp'cosp. / 

Kniin , n étant un nombre entier quelconipie, l'équatioii 

sera l'expression la plus simple du tbéorènie de .Moivre. puisque, en vertu 
de cette érpiatinn, l'on aura 

(9 cos «p-+- I sin np = (cosp -t- i sin p)". 

Si, apres avoir déveIop|)é le second membre de la formule (9) suivant 
les puissances ascendantes de i, on égale entre elles, dans les deux meinbix-s, 
les quantités piireinent idgébriques, puis les ipiantités qui représenteront les 
coefficients de i, on retrouvera les formules connues 

„ n(n — 1) 

cos np = cos"p f* siirp -H... 

" «_i "i” — l)('''~2) • j' 

Sin np=-cos psinp — — — 7 a 3 ^ cos" 'p sin'p -f- ..., 
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que l’on |)€!Ul encore écrire comme U suit : 

^ cos np = coi"p 1^ I — tuig’ -4- . . . j t 

ï , Tb b (b — i)(b — a) , T 

y sin tip = cm’ P y lang p — ■ — tang' /)+... !• 

D'ailleurs on tirera immédiatement des équations (i i) 


(.a) 


•Ung/> — 


n (/I • — 1)(« — a) 


tang np — 


I .2.3 


ung' P -h . 


n{n — i) 

I ^ — — lang -f-. 


I>es formules (lo) développent le cosinus et le sinus de l’arc np en fonc- 
tions entières du sinus et du cosinus de l'arc p. Si l’on vent, au contraiie. 
développer les n'*"" puissances de cos p et de sin p en séries de termes pro- 
portionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de p, il suffira de l•ecnuril• 
aux formules (a), desquelles on tirera 

(.3) 




En développant les seconds membres des équations (i3), et ayant égard a 
la formule (5), on trouvera 


(« 4 ) 


cosr p = 


sin" p = 


n 

■■r + 7 

... -t- Y ' 

f ».V ' — */ 

H 

2" 

I 

B 1 

'■'-T 

-1- ... -4- 

• • ■ — 7 i-(— ti, -4- «_., Il 


l> ces dernières équations, on peut immédiatement revenir aux formules 
connues. On en tire, en effet, eu égard aux formules (i), pour «les valeurs 
paires de n, 

B , , ,b(b-,)...(^H-,) 

CO » np ~ CO » in — 2}p-H. " " 

r ^ s 2 n 


I cor" p = 


(i5) 


emnp cm{n — i)p-i-...+ {—t) 




sin" p = 


I . a. . . — 
2 
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potir valeurs impaires de n. 


cos np -f- - cos(/i — a)/» 4- . • -f- 


cos" P = 



/« 4- 1 \ 

«(« - 1 ) 



n — 1 


2 


cos P 


(.G). 


%mnp— -»in (n — i)p+ ( — i) 




SItt// 


sur P = 


»— I 

(-1) > 1- 


l.orsque, dans l'équation ( 5 ), on prend 

P'=-V 


on en lire 
par l'onséquenl, 

(> 7 ) 

Si, d’ailleurs, on |)ose 


— ’r * pi 


I P • P 

P_ COS^ 4- I 


• - s iul - 

f = tang'-= — -, 

COS - 

( a 


sin - = t cos^-5 ’ ' 

a 2 

Pt, par suite, la fonnnie (17) donnera 

i'8) 


» -P fl 

- r=Ti' 


Kn vertu de celte dernière formule^ toute fonction entière, ou inéiiie ra- 
tionnelle de ip, [louiTa être' transformée en une fonction rationnelle de 


P , 

I * ■ «' / t SS • 


M . I . ; fifi.t t , ' af • •.! || .. 

U y a plu»; coimuei en vertu de i*équatiou(^)r jointe à la Ibnuule (i8), oii 
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(’O) '-P — TqrjT' 

' ) 

il «il finir c|U(‘ loiile lunction l•atioIlllflli‘ de i^ et dr i..^ pourrn riu'oiv 
Pin- transfornipp en une fonction rationnelle de t. On Ironvei-a \ par 
exemple, en ayant éganl aux é(|ualion.s (a). 


(ao) 


I — 


a / 

"TT= 


Klant données deux directions délerniinées jiar ilenx aiij;les polaires />, p', 
on peut ilemander la valeur de la'ipianlilé positive II projire à représjMiter 
l'angle aigu ou obtus, mais inférieur à deux droits, qui se trouve compris 
entre ces mêmes directions. f)r il est clair que cette quantité se réduira 
toujours à l'un des quatre angles conqrris dans les deux formules 

ikn±{f/-p), ■ "' 

k ou — A étant iiu nombre entier. Donc, par suite, on aura 

(•a! ! cosll = cos(p' — p) = '' ' • 

OU, ce qui i-evienl au meme, -, i 

(ja) cos II = 


_ y i~,+ If 


Telle est l'équation qui .sert ài exprimer la valeur de cos 11 a l'aide des quan- 
tités géométriques ip, I,. et de leurs^ conjuguées i.^, 

Dans ce qui précède, nous nous sommes bornés à considérer des quan- 
tités géométriques dont les modules étaient réduits à ruiiité. lai considr'ra* 
lion de celles qui offrent desiiiiodulfis tji;>ti"cls de l’unité fournit aus.si 
des démonstrations très-simples de diverses formules de Irigononiéirie rei - 
tiligne, coiiune nous allons le faire votrauiu -b “ : -il.;- r* I -.1 . ii | .!•> 
■Soient iTabord r, r' deux rayons vecteurs mesurés à partir du pôle dans 
les directions que déterminent les angles 'polaires p, p'-, et nonimons H 
les extiémités de ces rayons ^vepteurs. Si^^l'tjn |nu|tijplie le rayon vecliuir r 
parle cosinus de la quantité positive ,n^pyopre à, reprçseuier l'angly.^jpi'u 
ou obtus compris entre les deux rayons, le produit ainsi obtenu r cos II 
n-présenfera la projection eilgehn'tfoa rite nryon vecteur r sur le rayon vec- 
teur r'. Pareillenient, /•' cos II représwitera la projection algébrique du rayon 
wieur fi f /ela pos-, le pnodnit de Viiii des 'rayons pai"la 'projeoiloBi algé- 
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brique de l’autre sera 

rr' cos n. 

Or, eu multipliant par rr' les deux membres de lu lormule (aa), ou Irouveru 


(a3) 


r ,r -h /■ r ^ 

rr' cos n = • ' ; 

a 


et les quatre quantités géométriques 


seront évidemment les affixes des deux points A, H et de ceux qui leur sont 
conjugés. Eu conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème. Deux rayons vecteurs étant mesurés à partir du pôle dans 
deux directions donnét's, le produit du premier rayon par la projection 
algébrique du second rayon sur le premier, et le produit du second rayon 
par la projection algébrique du pi-emier sur le si'cond, seront égaux à la 
demi-somme des deux produits dont chacun a jwnir facteurs les aflixes de 
l'extrémité de l'iin des raj’ons et du point conjugué à l’extrémité de 
l'autre. 

Corollaire. Souvent on désigne à l’aide de la notation (r, r') l'angle 
aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs r, /■' mesurés dans 
deux directions données. Si l’on adopte cette notation, la formule (a3) 
deviendra 

(a 4 ) rr' cos(r, r') — -■ , 

et l'on en tirera 

( a5 ) 'p (^' ). 


■Soit, maintenant, Rj. la somme des deux quantités géométriques i^, r’^. 
D’après ce qui a été dit à la page 160 , la quantité géométrique Rp représen- 
tera, en grandeur et en direction, la diagonale (Xi du parallélogramme qui 
aura pour côtés les rayons vecteurs 0.\, OB, et pour sommets, d’une part 
le point O, d’autre part, les trois points .\, B, (i dont les aflixes sont res- 
pectivement 

Rp' 

D’ailleurs, si à ces trois derniers points on Mib.sliiue leui-s conjugués. 
Ex il An. tt dt p*r>. T IV. H,.;. açj 


Digitized by Google 


( ja6 ) 

i- e»l-à-<lire les trois points dont les al'fixes sont 

on obtiendra un second parallélogramine égal an premier, ces deux paral- 
lélogrammes étant deux figures sjmétriques par rapjxirt à l’axe polaire. 
Donc /f.,. sera encore la somme des deux quantités géométriques r_^, f'_p : 
et l’équatiun 
( afi) 

entraînera la suivante. 


/? = r 

— fp - 


(■> 7 ) 


E. 




Ur, des formules (26) et (27), combinées entre elles par voie de multipli- 
cation, on tire, eu égard à l'équation (a 5 ), la formule connue 


(a8) 


E‘‘ = 1' -e r’’ ■+■ irr' cos(r, r'). 


■Soient, maintenant. 


des quantités géométriques en nombre quelconque, et 

A, A', A",... 

les points dont elles représentent les aftixes. Pour obtenir la somme E^, de 
ces quantités géométriques, il suffira, d'apres ce qui a été dit [page 160], 
de mener par l'extrémité A du rayon vecteur O.A, une droite Alt égale et 
parallèle au rayon vecteur OA', puis par le point 1 ! une droite BC. égale et 
parallèle au rayon vetJeur OA“, etc.,..., puis enfin de joindre le pôle O a 
l'extrémité K de la dernière des droites successivement h-acées, et de fermer 
ainsi le polygone OAIfC. ...HR par un dernier côté OR qui repi'ésentera , en 
grandeureten direction, la somme cherclié.e. D'ailleui's, si aux sommets A, B. 

H, Ron substitue les points conjugués à ces mêmes sommets, .alors, à 
la place du polygone O.VBC... .HR, on obtiendra celui auquel on peut le 
Miperposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-révolution 
autour de l’axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone, le 
dernier côté, représenté en grandeur et en direction par E.,,, sera la 
'■omme, non plus des quantités géométriques données 

'p- V' 
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mais de leiii's conjuguées 
Donc l’équation 

( aq) =/>-*- r; -4- rp, -t- .. . 

eutraînera la suivante 


( io) + r‘_^ + + 

Ur, des équations (aq) et (3o), combinées entre elles par voie de inidtipli- 
cation, nu déduira immédiatement, en égard i) réqiiatioii (aS). la fonnule 
connue 

(3i) R^=r^ -i-r'’-t-r"-t-... + a rr' cos(r, r')+ a n" cos(r, r") -t- . . . 

-t- a r'r" cos(r', r"^ -t- . . . 

+ etc. 


Parmi les formules auxquelles ou parvient quand on considéré des qiiaii* 
lités géométriques dont le module diffère de l’unité, on doit remarquer encore 
l’équation <|ui fournit la somme des n premiers ternuMi d’une progression 
géométrique. Si, pour plus de simplicité, on suppose le premier terme 
réduit à l’unité, et si l’on représente la raison par r,, l'équation dont il 
s'agit sera 

I — r" 


(3a) 


, -é • • • -t- t. 


r 



dette équation subsistant, quelles ipie soient les valeurs du module rel 
de l'argument p, on j>eut jr remplacer p par — p. On trouvera ainsi 

1 — r" 


(33) 




D’autre |>art, on a 

(i — r,) (i — r_p) = I — a rcosp rV 

Par consi'qiient on peut, dans les formides (3a) et (33), remplacer les 
rapports 

I I 


aq.. 
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Ob pos<>, les foiijiiiles (3a) et (33) donneront 


34) 

(35) 


I -+“ r_ 4- r 4- Zt” ’ 

/ f I — arco5/»-f-r* 

1 — r,— r --4. r* 

. + ... + r!;'= • 


(lli;iciine de ces dernières équations se partage en deux autres, lorsqu 011 
égale entre elles, dans les deux membres, les parties purement algébriques 
et celles qui constituent les coelïicients de i. Alors, en ajaul égard aux 
l'ormules 


(3«) 

on trouve 

(^7) 

et 


r; = 1 ,, r"= r*(cosnp -4- isinnp), 
r_J = r"= r"(cos np — i sin np). 


I + rcos P -h r* cos ap -t- ... - 4 - r"“‘ cos(/i — t)p 

l — rcm/i — r*co»»/i- 4 -r"^'co»(« — 1 )/> 

I — 2rcoS/>-l-r> ’ 


I rsin P + r* sin a/> + ... -e r*"' sin {n — i)p 

rûop — r" an B/> + r**' sin ( n — 1 )/> 

I — 2 rcos/» -f- r’ 

laii-squ'on suppose 

'•< 1 , 


le module /•" de r; décroit pour des valeurs croissantes de n, et devient in- 
lininient petit, tandis que le nombre n devient infiniment grand. Donc, 
alors, en vertu de la formule (3a), la somme des n premiers termes de la 
progression géométrique 

; I. fr. t-;, r‘, 


s’approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, de la limite 


( 4 <>) 




1 


('.'est ce «ju’on exprime en disant que la progression géométrique .se léduit. 
pour r < I, à une séné convergente qui a pour somme la limite s. Mois. 
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aussi, les formules ( 3i), (33) doiiiieiit 


I + r. H- r} 


(4.) 

(4>) «-+-%+ /•!,+ . .. = 

et les rorniiiles (37), (38) donnent 

(43) 

(44) 


, I — r CO» P 

r cos P + cos 2 /> + . . . = - — ■ ^ ^ î- 


/■ siii P + r’ sin 2 p -t- , 


a rcmp -+■ r' 

rsin/j 

I— Iran P -+- r‘ 


Il est bon d'olwerver qu’en vertu de l’cquatiou (41), jointe à la première 
des iormides (36), sera le coefficient de r" dans le développement du 

rapport en une série ordonnée suivant les puissances ascendanles ei 

entières du module r. Donc, par suite, sera le coefficient de dans le 
développement du rapport 

I 

et, en adoptant les notations du calcul des résidus, 011 tirera de la for- 
mule (4>) 

(45) 

ou, ce qui revient au meme, 

(4^) '"»> (i — arco*/> -I- r’) (/■•*') 

Si, dans les deux membres de cette dernière formule, on égale enti-e elles les 
quantités purement algébriques et celles qui représentent les coefficients dei, 
on trouvera 

, , . r i — ra»p 

( 47 ) '‘P = + 

et 

P r flÎD V 

(48 ) Sin np = i. 

On pourrait d'ailleurs déduire immédiatement les formules (47) et (48) des 
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éqiMlious (43)) (44)- Ajoutons que les équations ( 47 ) et (48) |»ouiroiil 
eiu'ore être jn'ésentées sous les formes 


( 49 ) eos , 7 ^,) 

( sin np ^ s.n p I • 


Nous avons rappelé plus liant les deux équations qui se déduisent iiiinié- 
diatemenl du Itiéoréine de Moivre, et qui traiisfornient le cosinus et le sinus 
de l’arc np en fonctions entières dn cosinus de l’arc p. Si, au théorème de 
Moivre, on substitue l’équatiou (4G),ou, ce qui revient au même, les équa- 
tions (49 ; et ( 5 o), on pourra en déduire iinniédialeuient celles qui Irans- 

lormeiit cos MO et en fonctions entières de cos p. KiTecti veinent , 

* «un // 


comme <m n 
(•■») 


I ""T,® (a rco»//| 

1 — 2 rcosp ^ =0 


on conclura des formules (49! et( 5o) que le coefficient de cos”* p se réduit, 
ilans le développemient de cos np, a 


(âai 


I 

^ . -2 \ W-*-l 


et, dans le développement du rapport 


siti np 
_ — 
»in/> 


(53) 


a’”£ 


(H-r>)-*'(r— J 


D’aillcui's IVxpressioii (5a ) sp rcduil, pour ni — w, ou, ce qui rcAicnl «ui 
inPtne, pour une valeur nulle de n — w, à a"”*, pour une \aleur impaire 
de w — m à zéro, et pour une valeur paire, mais posilive, de rt — m, a 


(54) 





« -f- m — 2 

1 


n — m 


1 . 2 .. 


2 


n 

— 2 *""". 
m 


\\i contraire, l'expression ( 53 ) se mliiit, pour // = m — i , ou, ce qui re- 
>ient au même, pour une valeur nulle de n — m — i à i" , poui une 
valeui- paire de /j — m à z-éro, et pour iine valeur impaire de /i m plus 
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graixte que l’unité, à 

(55) (-i) 


; ±r-' 


n — «I — . i 


Ola |«>sé, les équations ^ 49 ) (5o) reproduiront iiuniédiateiiieul les for- 
iiHiles coiimies 


n « — 3 


(56) 


c<>s Uf) = ‘x'* 


iH>s"/î ~ -f.- ^ cos""‘// 

l::Jî:iLicos''-‘ 4 

4 8 12 ^ • •• 


( 07 ) MU np = 


<1-1 " — ï « 

e<« <p-~ cos'- 

= a""' siii P ^ , 

rt • — 4 " J 

1 «“ 


cos""* P 


•Si, dans I éipiation (56), 011 pose n = 3, ou retrouvera la tormiile 
( ’ 8 ) l’os 3 P = 4 cos’p — 3 cos p, 


qui iournit le iiioveii de ramener la résolution d’une équation <lii troi- 
sième degré, quand les trois racines sont lamelles, au proWeme de la tri- 
section d’un angle donné [ voirV Analyse nlf’ébrique^. 
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Sur les Joiwflo/ix entières d'un degré infini, et en particulier 
sur les exponentielles. 


§ I- — Considération! générales. 

On sait que les puissances à exposants variables, autrement appelées 
exponentielles , jteiivent être considérées comme des fonctions entières 
composées d’un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour définir 
l'exponentielle e', e étant la base des logaritbines népériens, et z une quan- 
tité algébrique variable, il snlFirait de dire que e’ est la somme de la série 
toujours convergente 

I *' t> 


on bien encore, la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier m, la fonction entière 

(• + ^) • 

Il J a plus : lorstpi’on .adopte une telle définition, il est naturel de l'étendre 
au cas même où la variable z cesse d’être algébrique; et l’on se trouve 
ainsi conduit, par ja considération «les fonctions entièixîs de degré infini, a 
la notion des exponentielles à exposants quelconques. Il convient de 
«lonner quelqties développements à cette proposition, et de montrer com- 
ment elle se lie aux principtîs établis dans les articles pi-écf-dents. C’est ce 
ipie je vais ess.ayer de faire en peu de mots. 

^ II. — $ur les fonctions entières d'un degré infim. 

■Soit z — r^ une «piantité gé<amétrique variable dont r désigne le iiKKiule 
et P l’argument. Une fonction entière de z ne sera autre chose [page 167] 
qu’une somme de U’nnes projiortionnels à des puissances entières et posi- 
tives de z, le degré de la puissance la plus élevée «'tant ce qu’on nomme 
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le degré de la Jonction. l'ar suite, In forme générale d iiiu* fonction de z, 
Piilicre et du ilegré n , sera q 

/ï ^ 4- t’z* + . . . + gz"”‘ -t- Az", 

^ • 

a, b, c, g, A «iésignanf des coefficients constants dont cliaciiii pourr^ 
être une quantité géoniétriipie. • 

(.oncevous maintenant que les divers ternies ilonl sex’Ompose la fonction 
entière appartiennent à la série 

i ‘ > flof «. a , rtj 3*, a, ... 

indefininient prolongés-. Si 1 on désigne par la soiinne.dt-s n premiers 
tennt*s de cette série, on aura 


-î *3 , — a„ “+• /Z, Z -+• O3 2* -t* . . . -t- o,i_, î 

^*1 •^•-.-1 strront deux fonctions entiein>s <le z , la preniiei-e du degré n — 1 , 
la secoinle «lu degré’ n. Si, d'aillein-s, n vient à croîtn- indéfiniment . la- 
somme pourra converger un ne pas com-erger vers une limite fixe. Dans 
le premier cas, la série sera dite convergente, et la somme de la série. 
^’est-A-dire In limite j de j,. déterminée par la formule 

■»== «0 -H.o, n,*’ + ..., 

sera ce qu'on peut appeler unv Onction entière d'itn degré injini. Dans le 
second cas. la série sera divergente, et n’aiua pas de somme. 

U aulrepart^si l’on iiunnne a, le inmlule de et a la limite ou la plus 
grande des Iniiiles vers lesquelles converge, fionr des valeurs croissantes 
de /I. l’expression • 

a sera le modtitè^Ae la série , ,, 

_'(4) . ' « 0 . n, , n,*, ... 

dont le teriifr général est a„-, ar seni le module dala série ( 1 ) dont le terme' 
général est 2 ’ [tome 11. pages 388 et suivantes]; et la .•a rie f 1 ) sera conver- 
gente on ilivergente , suivant que le nioilule ar s«*ra inférieur un supérieiir 
k 1 unité, ou, ce qui revient au même, suivimt que le module /• <le z sera 

inferieur nu snpi-rieiu- à En conséquence, la siVie ( 1 ) w-ra toujoursdi- 

-Hoir*.!. 3o 




vprgeiite si l'cx|jrL‘ssioii croissant indéfiniment avec m* a pour limite 

l’infini, puisqu’alors i deviendra 


00 


. (;^st ce qui arrivgra, par exemple, si a, et 
produit * 

piiisi]u’alors on aura [voir la page ao6J 

I I 

et , par conséquent , 

I 

a = liin (a,)" = » . 

J. ^\u contraire, la série (i) sera toujours convergente si. l’expression 
décroissant indéfiiniueiit pour des valeiu^ croissantes de n, a 

zéro, puisqu’alors ^ deviendra 


C’est.ce qui arrivera,fpar exemple, 
rap|)ort 


puisqu’alors on aura 


et, jiar suite. 


(a-)" 


a =lim 


Donc la série 

( 5 ) 

dont le terme général est 


•à 


t 






«•V ' 

C 


-/* 
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IM* cesse jamais fl’ètre convergente; et à une valeur finie quelconque, algé- 
brique ou géométrique, de la variable z correspoiul toujours une fonction 
entière j, d’un degré infini, propre à représenter la somme de cette série, 
et déterminée 'par lu formule 

( 6 ) 


f = I -I 


X’ 

I . ï 


Si le module a de la série (4) offrait non plus une valeur mdle ou 
infinie, mais une valeur finie différente de zéro, la somme s de la série (i), 
ou, ce qui revient au même, la fonction entière île z, repn'*8entée par le 

second membre de l'équation (3), subsisterait pour r ^ el dispiaraitrait 
pour “ Ainsi, par exemple, en sommant la progression géométrique 
.-(7) I, z, s*,... 

dont le terme général est z", ou obtiendra la fonction entière 
(8^ I -t- z -t- z* . 

qui subsistera, et sera équivalente au rapjiort j-— > tant que le. module' r 


de z sera inférieur à l’u^é. Mais la fonction entière i z -t- z’ , 
cessera d’exister si la pro^roision (7) est divergente, ou, ce qui revient au 


même, si le module r de z est su|>érjeur à runitéw 


■v' 


§ lit.,— üur la limite t>en laquelle eoneerge, pour dei valeurs rroissamle’ de' ni , 
t expression "t" ' 


Soient z une quantité géométrique variable, et m un nombre entier quel- 
conque. On aura, en vertu de la formule de Newton , 


! \ ■■ Mn mim — 1} , mlm — t) _ , „ 

(l) , z)" = I -t- OTZ-t ï ' a ••• T~â — - ■+■ niz”~‘ -e z®, 

et , par suite, 

' \ w/ m; 1.2 \ m f \ m f i.2.3 m* 


Dans \e secontl membre <le la formule (a), le tenue ^i^uéral, ,ou propor- 
tionnel à 2", se réduit, pour /? > w. k zéro, et pour /» = ou < w, à 


a* ' • 

X. * 

. ■ 


AV. 




3o.. 
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c’est-à-dire au produit de lu quantité 
par le tenue général 

»• 


1 s 

T’ 


»■ 

I .a’ i.a.3’ 


de la série 

( 5 ) 

U'ailleurs, en vertu de la formule ^ 5 ) de la page 307, la qiiantité^ 4 )) tou- 
jours inférieure à runité, ne peut s’abaisser, quand m surpasse n, au-des- 
sous de la différence, 

_ nln — 1) 

Donc, si l'on fait croili-e m iiidéliuimeiil, en laiss;mt n invariable, l'ex- 
pressioiit3), c’est-à-dire le terme général du développement de la puissance 


(•-iï 


convergera vers une limite équivalente au lernu^énéral de la st-rie (5 j. Il 
est naturel d’en conclure que cette piiissancé qjje-uiéme sera «'■quivalente à 
la somme de la série (5), et que, si , pour idiréger, 011 désigne cette somme 
à l'aide de la notation [î], en posant 


( 7 ) 1*1 = '-^7 7:^3 

nii aiira, en faisant converger le iiombi-e entier m vers la limite oc , 

(g) ^ liin(n-^)' = |s]. 

Il importe d’ailleurs d’établir cette conclusion d'une manière rigoureuse. 
Ou y parvient aisément comme il suit : 

Le coeflicient numérique du rapjiort 

•• * 


dans le second membre, de la formule (a), étant toujours compris entre 
les limites 



( aJ7 ) 

pour 71 = ou </», et toujours nul |x>ur ri> m, il est clair que, si l’on 
représente le coeflicient dont il s’;igit par i — a^, sera un nombre qui 
vérifiera, pour 77= ou < m, la condition 

(9) «« = 

et , pour 71 > 77 t, lu condition 


ou < 


■ 1 

% m 


K. = « 


de laquelle ou tirera, en suppos;int m>i, et, par suite, n > 2, 
■fto) 

('ela posé, la formule (a) deviendra 


^ n — I _ a rt — * I 







• a. 3 



ou , ce qui revient au même, eu égard à l’équation (7), 




la valeur de & étant 


D'adleurs le coefficient a, ne pouvant, eu vertu des fonmiles (9) et (10), 
surpasser le rapport , U est clair que, si l’on nomme r le module 

de Z, le mojlule du produit 


sera, pour une valeur quelconque de 71 , toujours égal ou intérieur à la 
quantité 


Donc ou tirera de la formule (la) 
mod d < ~ ( I 
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ou, c«“ qui revient au même, 

(i3) mod(J<^(r]. • r 

Or. il suit évidemment de la formule (i3^ que si, en attribuant à la va- 
riable Z et par conséquent il son module r une valeur finie quelconque, 
on fait croître indéfiniment le nombre entier m , le moiliile de d convergera 

vers la limite zéro. Dondi dans la' même liypotliése, la valeur de 

déterminée jiar la formule (i i) convergera ver# la limite [z], et l'on se trou- 
vera ainsi ramené à l’équation ^ 8 ). 

•Si à la variable z, supjiosée ind<'‘pendaute du nombre m, on substitue 
une vanable 

Ç = Pa 

qui déjiende de ce nombre, et qui', pour des valeurs croissantes de m, 
converge, avec son module p, vers la limite zéro, alors, à la place de la 
formule (il), on obtiendra la suivante 

■'>4) (' -^7,) 

E étant une quantité géométrique dont le module vérifiera la condition 
(i/>) inodi<^[/>l. 

D’ailleurs, taudis que p s’approchera indéfiniment de zéro, lu quantité 
f p] = I t -I- 1 — h ..., 

toujolu# inférieure a 

I H- p -f- p’ H- . . . = — î— . 

r r ,_p 

s’approchera indéfiniment de runité, et le produit p*[p] de zéro. Donc, 
si Ç dé|>end de in, et si, en faisant croître indéfiniment le nombre m, 
on voit le. nuMlule p de Ç converger vers la limite zéro, t et son module 
convergeront vers lu même limite en vertu de la formule (i 5 );el, comme 
le iuimIuIc de 

fÇ]=: I -t- . . . 

I I .a 

sera inférieur à [p], par conséquent à 7 “' 1 » limite de [Ç] sera l'uniti'-. 


r 
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I3oik- la formule (i4) duiinera 


(i6) 




lim 


' • 

X ■: \ 


(-ir-- 


J IV Sur la exponentielles. 


^ Soient *, a' deux quantités géométriques distinctes, et m un noiiilire 

i. e»der qui croisse iiidélininient. On trouvera 

r **v, 4»') L + + + 

^ l*ar suite, en considérant — comme une quantité infiniment petite du pre- 






^ ‘ inier ordre, et eu négligeant , <lans le second membre de la foniiule (i), le 


'' terme infiniment petit du second ordre —, on aura sensiblement 

(i-t- — ) (i-t'— 

^ . * On aura, au contraire, en toute rigueur 


T-.-t 


cL. 


(' i) = (' + •• ' 

> ■ ■ .... ■ 
SI l’on choisit i de manière- à vérifier la condition • 

=r f 1 ,-f- i; i'. 

ou, ce qui revietit au même, si l’on pose **' " 


(3) 


ç= - 




m - 

14*-' 


Or, en vertu de la formule (3), sera une quantité géométrique qui dé- 
^ vpendra du uombre m, et qui convergera vers la limite zéro, quand ce 
■ •'“nombre croîtra indélinimenl. Céla |>om, on tirera évidemment de la for- 
[ mule (a) : 1 “ en éleviuit les deux membres a la m"""’ puissance. 


(41 


a" en faisant croître iudciiuiment le nombre m, et ayant égard aux for- 


a»> 


T 

% 






itt 


-S 
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mules (8) et (i6) du § lU, 




On |M?ul doue énoncer la proposition suivaute : ^ 

i" Théorème. Si l’on désigne par z, t! deux quantités géométriques 
distinctes, et jiar [ïj la souiine de la série toujours convergente 


• .! 


T 5 ) 


t .3 r .a. . 


r* • • «i 


.43 


•vil 


V 


dont le terme général est -j — — - » on .aura 

(6) [*)tî'j = (s^-s'I. * ^ 

Comllaire. En attribuant à î, s' des valeurs piiremènl algébriques, et 
raisonnant comme dans un précédent article | pages 199 et aooj, on tireja 
de la formule f 5 ) l'équation 

(7) 

D'îùlleurs la quantité ici désignée par le sj inbole [ 1 1 . c'est-a-dire la somiue , ^ ’ 


I 


' a ô -J-— 


est précisément le nombre qui sert de luise aux logaritlinies né|>érieiis cl . 
que l'on repnwnte ordinairemeiil par la Ictliv e. Doiic la forninle;^ 5 ^ 
donnera 

jsl = c‘ 




On peut donc énoncer encore lu pro{K)sition suivante ; 

a' Théorème. Si l'on désigne par ï une quantité pnreineni algébnqtie , 
il suflira, jionr obtenir la somme [zj de la série 


^ 1 I .a 1 . 3.3 


t. 


d’élever le nombre 


e =î a, 7 1 8a8 rjj. • . 

à la puissance dont le ilegré est marqué par l’exposant z; de sorte qii on 
aura 

l») 

Comllaire. Si dans la formule ( 8 ^ on remplace z par az, a étant une 


■ • j 


.1 

*j 


>1 


r-' 


' si’ 


â 
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quantité algébrique positive ou négative, on trouvera 

(9) \az] = e“. 

Si d’ailleurs on pose 

(10) e- = A, 

\ sera une quantité positive, supérieure ou inférieure à l’unité, suivant 
que l’exposant a sera positif ou négatif; et comme, en élevant à la puis- 
sance s les deux membres de l’équation (10), on trouvera 

e“ = A*, 

la formule (10) enlrainera la suiv,ante. 

(i •) [az] = A'. 

Les puissances à exposants variables, reiiferinées dans les formides ( 8 ), 

(11) , et représentées par les notations 

e‘, 

sont ce qu’on appelle des exponentielles. L’exposant z de chacune de ces 
puissances est ce qu’on nomme le logarithme de l’exponentielle e‘ ou A* 
dans le sjrstènte dont la b.ase est le nombre e ou A. Le logarithme qui 
correspond à une valeur donnée de l’exponentielle, dans un système de 
logarithmes donnés, dépend évidemment de celte valeur même et de la 
base du système. Ou sait que Néper, invenletir des logarithmes, en 
publiant sa découverte dans l’ouvrage intitulé : Mirifici logarithmorum 
canonis Descriptio, adopta d’abord le système correspondant à la base e. 
C’est pour ce motif que l’on donne aux logarithmes calculés dans le sys- 
tème dont la base est e, le nom de logarithmes népériens, et à l’exponen- 
tielle e* le nom A' exponentielle népérienne. 

Cela posé, il suit du deuxième théorème, Joint à la formule ( 8 ) du § iJl, 
que, dans le cas où z désigne une quantité algébrique, l’exponentielle 
népérienne e‘ coïncide non-seulement avec la somme de la série 


mais'encore avec la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier m, l’expression 

• 

Ex.d'An rt de Ph/t.malh., T. IV. ^44* Urr.) 
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Donc, pour des valeurs algébriques de z, l'exponentielle né|>éneinie e‘ 
pourrait être définie à l'aide de l’une quelconque des <leux fonnules 


(.a) 


e* = I H 1 

1 1 .2 


I .2.3 


(> 3 ) 



(I y a plus; rien n'enipccbe d'étendre ces deux l'orniules au cas inéitie ou 
l’exjwsaiit Z est une quantité géomélrique, et de considérer alors chacune 
d’elles comme propre à fournir une définition de l'exponentielle népé- 
rienne e*. 

Quant à l’exponentielle A*, dont la base A est un nombre quelconque, il 
suffit, pour la définir généralement, quelle que soit la valeur algébrique ou 
géométrique de rex|K>sant z, d’étendre la formule (ii), au cas même où 
cet exposant cesse d’être une quantité algébrique. Cette extension étant ad- 
mise, la définition générale de l’exponentielle A' sera fournie par l’équation 

{i4) A' = e»--, 


ou , ce qui revient au même, par l’équation 


(i5) 



1 


1.2.3 


a étant une quantité algébrique choisie de manière que l’on ait 
' i6) A = c“. 

En d’autres ternies, a sera simplement le logarithme népérien du nombre A. 


§ V. — Propriétés diverses des exportentielles. 

k’exponentielle né|iérienne e' n'étant autre chose que la somme fz] de 
la série convergente 

» i’ 

. ’ I* 1.2’ 1.2.3’ ’ 

il est clair que la formule 

[zl[z'] = [z-t- Z'], 

établie dans le § IV, jiourra s’écrire comme il suit : 

(i) e'e*' = e'-’-*'. 

On trouvera de même, en désignant jiar a une quantité algébrique positive 
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ou négative, et remplaçant z par az, z' par az', 
(a) e-'e**' = e" 

puis en posant 

e“ = A , 


on réduira l’équation (a) à la fonnule 

(3) A'\*=\‘*'. 

Il résulte des formules ( a ) et (3) que, pour opérer la multqilication de deux 
ex|>onentielles relatives à la même base e ou A , il suffît d’ajouter les expo- 
sants. Lorsque z, z’ se réduisent à îles quantités algébriques, e', e‘ ou A*, 
A* repn'>sentent des nombres dont z, z! sont les logaritbines. Alors les for- 
mules (i) et (3) mettent en évidence la propriété fondamentale des loga- 
rithmes, savoir, que, pour obtenir le logarithme du produit de deux 
nombres, il suffit d’ajouter entre eux les logarithmes de ces nombies. 

Supposons inaiiitpiiant que z soit une quantité géométrUpie, en sorte 
qu'on ait 

% = X -e ji, 

a-, ^ étant les coordonni-es rectangulaires du point dont l'affîxe est z. l.a 
formule (i) donnera 

(4) e' = e*’e^‘. 

I) ailleurs, en vertu de la formule (i3jdu § V, on aura 

(5) e^' = lim(,4-^)*, 
puis en posant „ pour abréger, 

( 6 ) = ‘of’ 


on tirera de l'équation (5i 


(7) = JiraPma = 'm = 

On satisfait à l’équation (6), ou, ce qui revient au même, aux deux suivantes 

(8) >= P cos O, ~ = ft *inof, . 1 H 

en pieuant 

(9) B = arctang^, 

3i.. 
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et alors, pour des valeurs indéfiniment croissantes du nombre entier m, on 
voit l’argument a converger vers la limite zéro, le module p vers la limite i, 
et le produit 

ma — r — — - 
tango 

vers la limite jr. Donc la formule (7) donnera généralement 

(il) 

ou , ce qui l'evienl au même , 

(la) e^* = cos J' 4- I siii/. 

L’équation (12), découverte par Euler, sert à exprimer en fonction des 
lignes trigonométriques, cos sin_7‘, V exponentielle trigonométrique e-’’’. 
La fomiule (1 1) est l'équation d'Euler, réduite à la forme la plus simple. 

§ \7. — Sur les exponentielles trigonomètnquei . 

Soient P un angle quelconque et m un nombre entier. Si l’on fait croître 
ce nombre indéfiniment, ou, ce qui revient au même, si on le fait con- 
verger vers la limite oo , on aura, en vertu de la formule {i3)dii § IV, 



Si d’ailleurs on pose 

(2) 1 4- £ i = = P (coso -t- i siu o), 

ou en conclura 

(3) 1 = P coso, £ = psino; 

et il est clair que si l’on attribue au nombre m une valeur tres-considé- 
rable, de manière k rendre très-petite la valeur numérique de on véri- 
fiera les équations (3) en prenant 

1 

(4) p = (^, + Çy, a = ai-ctaiig£- 

Enfin, comme ou tiiera des formules (ij et (a) 

e'’i = lim (p„)"= lim(p‘")„„, 

le moilule et l’argument de l’exponentielle e'’* seront évidemmeiil les li- 
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mites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de m, les 
quantités 

m 

(5) + et ma. 

Mais, m venantà croître indéfiniment, le rapport ^ s’approchera indéfini- 
ment de îéro; par suite, la quantité 

■*^]=('+sr 

et sa racine carrée 


(‘ ™’) 

s’approcheront indéfiniment de l’unité. Alors aussi, ® venant a s’appro- 
cher indéfiniment de zéro, on verra le rapport 
limite I, et le produit 


tang I 


converger vers la 


ma = P 


uogc 


vers la limite p. Donc, en résumé, l’exponentielle e'” a pour module 
l’unité, et pour argument l'angle p; et l’on a identiquement 

(fi) = ip = cos p -+- I sin p. 

Il suit de cette derniere formule que, dans l’exponentielle et”, la partie 
purement algébrique et le coefficient de i se confondent avec les deux 
lignes trigonoraétriques appelées le cosinus et le sinus de l’argument p. 
C’est pour ce motif que nous donnons à e’’' le nom A'exfmnentielle trigo- 
nométrique. 

Nous avons remarqué, dans le $ IV, que l’on a pour toute valeur finie 
de Z ' 


e‘= I -I 1 

> I .a 


1 . 3,3 


Si donc, dans l’équation précédente, on pose z = pi, et, par suite, 
e* = ef • = cos p i sin p. 


on trouvera 
{ 7 ) cosp i sinp = I -f. ^ 


F' 

1.3.3 


I ■+■ 
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et U sutiira d'égaler entre elles, dans les deux membres de l’équation (7), 
d’une part , les parties algébriques , d’autre part, les coefficients de 1, pour 
retrouver les formules connues 


(8) cos P — 


JL H- P' 

I .1 t .1.3.4 


sin P = 


P 


1.2.3 


qui servent à dévelopfier cos p et sin p suivant les puissances ascendantes 
de l’angle p. 

Kemarquons en Unissant que, si l’on représente par a:, jr, les coordon- 
nés» rectaiigulain», et par z l’affixe d’un point situé dans un certain plan, 
en sorte qu’on ait 

Z = X H- t'Ii 


l équatioii f4) du li l\', savoir : 

(9) 

donnera, eu égard à la forinule (6), 

(10) = 

Donc l'ex|>onentielle 

e* = 

aura pour iiiodnle le nombre e' et pour argument la quantité j\ 

Si la quantité géométrique z' était conjuguée à *, en sorte qu on eiit 

z' = X —jri, 

alors, à la place de l’équation (9), ou obtiendrait la suivante ; 

(11) e* = e-* ‘ ■ 

I 

que l’on pourrait encore écrire comme il siut , , ; 

(12) c'=e*i_,.; 

en vertu des formules (9) et (i 1) jointes à l'équation (6), les ex|>onen- 
tielles e*, e‘ seraient, ainsi que z et z', deux quantités géométriques 
conjuguées. 
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Sur les divers logarithmes (tune quantité géométrique. 


Soit 2 une quantité géométrique. Les divers logarithmes de z, dans le 
système qui aura pour hase un nombre donné seroni les diverses va- 
leurs d'une quantité géométrique A déterminée par l'équation 

(i'; A"' = 2 . 

Si , en rétiuisant le nombre A à la base 

e = 2,71 82818 . . . 

des logarithmes népe'riens, on désigne par X l'im queieuncpie «les loga- 
rithmes népériens de z, on aura simplement 

(2) e^ = z. 


Snieiil maintenant r le mmliile et p l’argument de s, en sorte qu’on ait 
2 = Tp = ip r = r cos/J ir sin /i; 

et posons 

x = #’cosp, j^ = rsiup, t •«: e 

A chaque valeur de ,, 

2 = X -i-_yi 

correspontlra un système unique de valeurs algébriques de x, jt, propres 
à représenter les coordonnées rectangulaires du point dont z sera l’a£Bxe. 
Au contraire, à chaque valeur de z correspondra tine infinité de valeurs de 
l’argument p; et, comme ces valeurs se réduiront aux divers termes d’une 
progression arithmétique dont la raison sera la circonférence art, l’une 
d'elles sera généralement comprise entre les limites — rt, -f- tr. Si on la 
représente par la lettre p , la valeur générale de p sera 

( 3 ) pi=P-»-a*rt, ... 

k désignant une 'quantité entière qtidconque, positive, nulle ou négative. 
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(_>>nrevons à présent que l'on pose 

).= a -h êi , 

a, S étant des quantités algébriques. On en conclura 


c^ = e*-^“ =e‘e*‘= 


Donc la quantité géométrique e* aura pour module e“, pour argument ê, 
et, en vertu de ce qui a été dit précédemment [page *17]. l'équation (2), 
que l’on pourra écrire comme il suit 


i.c* — i.r. 


donnera 


Donc, si l’on désigne, à l'aide de la lettre caractéristique 1 , et par la nota- 
tion ^r'i, le logarithme algébrique et népérien du nombre r, on aura 

a = 1 (r), ê = (• -I- 2 Xt , 


désignant une quantité entière, et 

(4) ). = l(r)-f-(r ^ 2Ar)i. 

En d'autres termes, on aura 

(5) ) = ](r)^pi, 

la valeur de l’argument p étant l’iine quelconque de celles que détermine 
la formule ( 3 ). 

Il est bon d’observ'er que l’arc désigné, dans les formules précédentes, 
par la lettre p, est, de tons ceux qui ont pour cosinus j et pour sinus 
le plus petit, abstraction faite du signe, et, par conséquent, celui 

qui s’évanouit quand la quantité géométrique z se réduit au module r. 
Par suite, si l’on pose p = p dans la formule ( 5 ), on obtiendra celui des 
logaritlimes népériens de 2, qui se réduit à l(r) quand z se réduit à r, et 
qui, pour ce motif, sera généralement désigne par la notation l(zV Cela 
posé, on aura 

(6) l( 2 )=l{r)-epi, 
et la formule (4) donnera 

(7) X = l( 2 )+l, 
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la valeur de I élant • 

( 8 ; 1 = a A n i . 

•Si l’on ivdiiit la <iuaiiliU- gémnéiriqiie z à l’iiniti'», on aura 
l(3)=l(.) = 0, 

et les diverses valeurs de X se réduiront aux diverses valeurs de 1 toiiruies 
|>ar réquatioii (8). Ces diverses valeurs de 1 ne seront donc autre chose 
que les divers logarithmes né|)érieiis tie l'unité, et il suflira d'ajouter ceux-ci 
à I ( z) pour obtenir les divers logarithmes né|)éricns de z. 

Si la quantité gé‘omctrique z s'évanouit avec son iiUHlide r, le loga- 
rillune népérien l(r) se ré-duira simplement à — sc , c'est-a-dire a l'in- 
liiu négatif; et la fornnde (6) donnera 


(9 




I (o) = —XI 

l’angle f restant indéterminé, et pouvant être arbitrairement choisi entre 
les limites — ir, re. On peut remarquer que, dans la même hv|)oth(*se, 

la dérivé'e de l(z), savoir, acquiert un iiiodule infini, rargument res- 
tant indéterminé. 

hiilin, si la quantité géométrique : .se lédiiit à la quantité algébrique 
et négative — r, on aura 


par conséquent 


et |V)ur satisfaire à cette derniere formule, .sans attribuer à p une valeur 

située hors des limites — ît, -h tt, il faudra supposer, ou p = ou 

f — ÎT. L'équation (6) donnera, dans la première supposition, 

(in) I (-!•) = I(/) -i- ffi, 

ilans la seconde 

(il) lt_r) = l(r)-;Ti; 

et il est clair que l’on pourrait, dans la détermination du loganihme 
népérien désigné par 1( — r), hésiter entre les formules (lo) et (i i). Pour 
faire disjiaraitre toute incertitude, j'ai proposé, dans le troisième volume 
[page ’38o], «l'adopter de préférence la formule(io';. .Mais on [Kjiirrait aussi, 

d et de Pkrt. math,, T, IV. ( 44 * li»r.l 3a 
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SUIS iiK'fiiivéïiit'iil grSve, adincttre que la loiictioii 1(2), dans laquelle le 
eoeflicient de i desienl indéterminé, quand 2 s’évanouit, offre pnir ce 
inéiiie coefficient deuv valeurs distinctes, quant au signe, et données jiar 
les t'orniules (10) et (11), dans le cas on, z étant réduit à — r, l'argii- 
luent P cesse d'être renfermé entre les limites — n, -1- tt, et ou cet argn- 
inent peut être censé atteindi-e rune ou l’autre limite au gi'é du calculateur. 
Il y a plus, on sera naturellement conduit à la formule (10), si la quantité 
négative — r entre dans le calcul comme limite d’une vanable dans la- 
quelle le coefficient de i st' réduit à une quantité po.sitive infiniment petite. 
On sera, au contraire, naturellement conduit à la formule (1 1), si la quan- 
tité — r est la limite d’une variable dans laquelle le coefficient de i se 
réflnit à une quantité négative infiniment petite, .\insi, en définitive, il 
paraît convenable de ne point s’an’éler à priori à l’une des formules (lo), 
II) plutôt qu’à l’autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer 
dans le choix qu’il fera de l’iine ou de l’autre , par des considérations piii- 
.sées dans la nature même de la question qu’il se proposera de résoudre. 

L’opinion que je viens d’exprimer se trouve corroixirée pir la remarque 
suivante : 

•Si, ilans la formule (<!'), on pose /• = i, et, jiar suite, 2= 1,, on trouvera 

(ta) \{i^)=pi. 

(.lela pose, l'écpi.ilion (i ; donnera 

(l3) l(z) = l.:r„) = Ur)-^l(i,). 

D’ailleurs il est naturel d’étendre les formules l ia) et (i3) au cas même ou 
l’on a ip= — I, et, par suite, p-= ±n. En adineltani cette extension, 
on tirera de la formule (i3) 

’t/l) l(- r) = l(c 4 D-i., 

et de la lormule (1 a 

^,l5) l(-i) = ±si. 

Ur de l’équation (i4) jointe à l’équation ' i5) on déduira immédiatement 
ou la formule (10) on la formule (1 1). suivant que l’on réduira le double 
signe renfermé dans l’éipiation (1 j) au signe -e ou au signe — . En d’au- 
tres termes, si l’on jiose z = — r, l’équation (fi) sera l'enqilacée par celle-ci 

(16) L — r) =!(/•) ± iti. 
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Remarquons encore que flans l'équation (i5) ou (i6) le douille signe 
répond aux deux limites vers lesquelles converge rarguinent p. tandis que 
flans l’expression 

Z = X + fi, 

on pose X = — I, ou X = — /■, en faisant converger la quanlilé jiositive 
ou négative f vers la limite w’-rfi, Ifiut conmie flans réipiulifin 

I 

- = i 30 
O 

[iiof'r l’analyse algébrique, page 45], le dfiiihle signe répond aux deux 
limites -f- oc , — oc vers lesquelles converge l’expression 

I 

“ » 
r 

tandis que la quantité positive ou négative x s'approclie indéliiiiment <le 
zéro. 

Remarquons enfin que, si l’on désigne par z' la fjiianlité géoiiiélrique 
conjuguée à z, en sorte qu’on ait non-seuleiiieni 

Z — X -h fi = Fp, 

mais encore 

z' = X -fi = 

les deux fonctions de z désignées par les notations 

l(z). I(z”), 

dont la première est définie par la formule [6) de la page i4l^i seront deux 
quantités géométriques conjuguées. .Ainsi, en vertu des conventions adop- 
tées. I(z') sera conjuguée à l(z:. tout comme e’ à e'. .Ajoutons que, si 
l'on fait converger les ipiantités conjuguées 

z = r, et z' = 

vers la limite commune — r, en faisant converger p vers la limite rr, 

1 (zi, 1 (z'j 

convergenint vers les limites 

l{/•)-eJri, l(r)-!ti, 

qui sont précisénieiit les fieux i|uantités cfinjiigiifVs dont cliacnne |«Mt être 
considérée cfimme une valeur de l(— r). 

la.. 


Digitized by Googlc 


^ aSa ) 

Revenons maintenant au cas où A est un nouibi'e quelconque, et iioiii- 
moiis a le logarithme algébrique et né]>érieu ,de A , en sorte qu'on ait 

« = I(A), 

et , par suite , 

(17) \ = e». 

Ou aura encore 


Donc l'é<|ualion (1) donnera 

(18) e*‘' = z=e'''>. 

Kii divisant par le premier et le dernier iiieiiibre de la formule (i8). 


ou Irouvera 

('9) 


I. 


Donc, la dificrence rt A — l(z) sera l’un des logarithmes de riuiité, c’esl-a- 
dire l’une des valeurs de I , et la valeur générale de A sera déterminée par 
l'équation 

«A — l(z) = I, 

de laquelle on tuera 

( ao) A — -i-i , 

' a 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (7 ), 

(ai) A = i. 


Ou se trouve ainsi ramené au théorème connu dont voici l’énoncé ; 

Pour obtenir les divers logarithmes de z dans ie système dont la base 
est le nombre A , il suffit de diviser les divers logarithmes népériens de z 
par le logarithme réel et népérien du nombre A. 

Si l’oii désigne à l’aide de la lettre caractéristique 1 ., et par la notation 
L(r), le logarithme du nombre r dans le système dont la base est le 
iiombn' A, alors, en posant comme ci-dessus ci = I-' A), ou aura 


(aa , 



Il suffit d’éteiidre cette derniere formule au cas où le nombre r se trouve 
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remplacé par une quantité géométrique z, pour obtenir l'équation 

(>3) L(î) = lÿ, 

qui sert à définir généralement la fonction l.(z). 

Ixs définitions que j’ai ici données de l(z) et de l.(z) difTei-ent de celles 
qui ont été adoptées par M. Bjorling, dans le cas seulement où l’argu- 
ment représenté par la lettre p se trouve renfermé entre les limites — n, 

— Suivant cet auteur, dont les intéressantes recherches ont été <léjà 

mentionnées dans le tome 111 [page 387], on devrait prendre pour valeur 
de P dans la formule (6) un angle qui, toujours inférieur à la limite 

^ -t- TT, ne s’ahaissàt jamais au-dessous de la limite ^ — n. Ajoutons que 

M. Bjorling a donné à la fonction 1(2) ou l-(z) le nom de logarithme 
principal. Nous conserverons ce nom ; mais nous substituerons aux défini- 
tions données par M. Bjorling celles que fournissent les formules (6) et ( 10), 
quand on attribue à rarguinent p une valeur numérique inférieure ou 
tout au plus égale il n. Il en résultera que les logarithmes principaux de 
lieux quantités géométriques conjuguées seront encore deux quantités 
géométriques conjuguées. 

IjCS deux fonctions de z, représentées par l(z) et L(s), jouissent, quand 
s se i-éduit à un nombre, de propriétés connues. Ces propriétés ne sub- 
sistent plus que sous certaines conditions, quand z est ou une quantité 
négative ou une quantité gé>ométrique. 

Ainsi, par exemple, si dans les équations 

(>4) l(rr') = l(r) -i- l(r'), 

(î5) L(rr') = L(r)-t-L(r'l, 

qui se vérifient généndement quand r, r sont deux nombres quelconques, 
on remplace ces nombre.s par deux quantitiis géométriques z, z', on ob- 
tiendra les deux formules 

(a6) l(sz')= li.z) + l(s'), 

(27) L(zz') = L(z) -I- L(z'), 

qui ne seront pas toujours exactes. Si, pmu' fixer les idées, on suppose 
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cliac'itn (l(>& arguiiieiils p, ff étant compris entre les limites — Ji, -t- tt; les 
rormiiles (a6), (27), dont la première jointe à l’équation (a 3 ) entraîne la 
seconde, subsisteront quand la somme p p' sera comprise elle-même 
entre les limites — it, -f- n. Mais coinine, pour réduire la somme p -h p' k 
une quantité dont la valeur numérique ne surpasse pas le nombre tt, on 
se verra obligé de faire croître ou décroître cette somme du nombre a?:, 
SI elle est inférieure a — *r, ou suj«*rieure à tt, un devra, eu égani à 
l'équation (6), remplacer l’équation (a6) par la formule 

(a8i l(zz') = I (s) -e I (z') -I- a Jîi, 

SI la suniiiie p a- p' est comprise entre les limites — ?t, — an, et par la 
foriiiille 

(■■»<)) l(zi’) = l(s) -(- I (z') — ani, 

SI la soiniiie p p' est comprise entre les limites n, an. 

Dans le cas particulier ou z' se réduit à — 1, on a simplement 

zz' = — Z. 

Mors aussi , à la place de la formule (a8) ou (aq), on obliendra l'éipiation 
( 3 ol I (— z) = l(z) — ni , 

si rargumeiit p de z est compris entre les limites o, n, et l’étpiation 
l 'il) 1 (— z) = l(z) -t- ni, 

si /) est compris entre les limites o, — n. 

Si z, z' sont deux quantités géométriques coiijugiit'es, les arguiiieiits p, 
p', réduits à des arcs renfermés entre les limites — n, -f-n, seront né- 
cessairement égaux au signe près, mais affectés de signes contraires. On 
aura donc alors 

p -I- p’ = o; 

et , comme ou aura aiis-si 

r' = r, zz = Cp r_^ = r’. 
l’équation (a6 donnera 

( 3 a) l(z)-!- I(z') = l(r*) = al(r).- 
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Sur les puissances ou exponentielles dont les exposants et les hases 
sont des quantités géométriques. 


Soient : et « deux quantités constantes ou variables. Si ces quantités 
sont algébriques et positives, ou, en d'autres termes, si elles se réduisent a 
des nombres, on aura identiijuement 
(i) j = 

et, en élevant les deux membres de l'équation (i j à la puissance du degié u, 
on trouvera 

a) 2 “ = e"' ‘K 

D'ailleurs, pour que l'équation (a) s'étende au cas où z et u sont des 
quantités géométriques, il sullit d'admettre que, dans ce dernier cas, on 
se sert de cette équation même pour définir généralement la puissance on 
exponentielle z" dont la hase est z, et Yexposant u. C'est ce que nous 
l'erons désormais. Nous obtiendrons ainsi une détinition de a" qui com- 
pivndra évidemment comme cas particulier, non-seulement la définition 
pri-cédemment donnée [ page zltz j d'une exponentielle dont la bas*' A esl 
un nombre quelconque, mais aussi la définition donnée [page i63] d'une 
puissance entière d'une quantité géométrique. Effectivement , si la quantité 
géométrique u se réduit à un nombre entier n , et si d'ailleurs on (Kise 

- = l'py 

P étant compris entre les limites — tr , -I- Ji, l'équation i a) réduite a la 
suivante 

z'* ^ 

et combimV avec la formule 

l(z) = l(r) -t-pi, 

donnera 

; 3 ) 
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D’ailleurs, eu égard à la formule (i) de la page a4a , on aura 

gnpi _ 

Donc l’équation (3) donnera simplement 

ou. ce qui revient au même, 

U) (r,)- = (r*),,. 

Or celte derniore formule coïncide avec l’écpiatioii (7 ( de la page i43, 
c'est-a-dire avef: la formule à laquelle on est conduit lorsqu’on étend la 
déüiiition généralement admise de la puissance d’une quantité au cas 
même où cette quantité cesse d’être algébrique, en considérant une telle 
puissance comme le produit de n facteurs égaux entre eux. 

Si, dans l’équation i,a), la quantité géométrique z s'évanouit avec son 
module r, alors, la partie algébrique l(r) de l(z) étant réduite à — oc , 
la valeur de z" sera nulle si la partie algébrique de u est positive, et in- 
finie si la partie algébrique de u est négative. 

Si la quantité géométrique z se réiluit à la quantité algébrique et néga- 
tive — r, aloi's, comme il a été dit à la page a5o, on poiiira piviidre pour 
valeur de z l'iine ou l'autre des lieux expressions 

l(r) -t- Kl , l(r) — Kl, 

et l’équation (a) fournira pour v.aleiir correspondante de 

(- t-r 

run ou l'autre des produits 

i-î.r". 

Il y a plus; on sera naturellement conduit a la formule 
(5i (-/•)“= i,.r", 

SI la ipiantité — r entre dans le calcul coninie limite d'une variable dans 
laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive intiniment 
|H'tite. On sera . an contraire . naturellemeiit conduit à la forninle 

(6) (- r)" = i_T. r", 

SI la quantité — r est la limite d’une variable dans laquelle le coefficient 
de i se réduit a une quantité négative infiniment petite, .\insi , en iléfini- 


Digitized by Google 


( a.^7 ) 

hve, il paraît convenable de ne point s’arrêter a priori à l’une des for- 
mules ( 5 ), (6) plutôt qu’à l’autre, et de laisser le calculateur libre de se 
déterminer dans le choix qu’il fera de l’une ou de l’autre par des consi- 
dérations puisées dans la nature même de la question qu’il s’agira de 
résoudre. 

En réunissant dans une seule formule les équations ( 5 ) et i 6), on aura 

( 7 ) 

Si l’on pose en particidier r = i, la formule (7) donnera 

(8) (-•)'■= 

Par suite, la formule {7) entraînera la suivante , 

(9) (- r)“ = (- 0 " 

qui pruil être substituée à chacune des écjuations ( 5 ) et (ti;. 

Si l’on pose 

1 

U = -1 

2 

la formule (8'i donnera 

(10) 

1 

\insi, eu égard aux conventions admises, la notation (—1) ou — 1 ne 
doit pas être uniquement employée pour représenter la quantité géomé- 
trique 



Ou peut aussi se sersxr de cette notation pour représenter la limite — i 
vers laquelle converge l’expression 



quand i, étant positif, s’approche indéüniment de zéro. 

Observons maintenant que, si l’on pose comme ci-dessus 

Z = r^, 

l’argument p étant compris entre les limites — it , -t- n, on tirera géné- 
ralement de l’équation (2), combinée avec la formule 

1 (*) = 1 (r) -t- pi , 

a'an. rt Pk, nulb.t T. tV, ^44* llrr.) 33 
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ri avec l'nquation 1 1) do ta page a4a, 

Z* = pr'll e“'‘\ 

par conséquent 

, t i) 2“ = r“ e"'’’. 

Ut formule (i i) pourrait sertir aussi bien «pie la formule (a) a déliiur la 
fonction lie z et u, repn-seiitée par la notation z“. 

Ui foiitiiou de z et de n, représentée pur z“, jouit, quand z ou u se 
réduit à un nombre, de propriétés connues. Parmi ces propriétés, quel- 
ques-unes continuent de subsister géiiéralemeut , d’autres ne subsistent 
plus que sous certauies conditions, qiiaïui z et u sont deux «piantités 
géométriques. 

\insi, par exemple, eu égard à l'équation (a), la formule 

la) 2“z“' = z"**' 

subsistera généralement pour des valeurs quelconques des quantités géo- 
Miélriques u, u', non-seulement quand z .sera un nombre, mais encore 
quand z sera une quantité géométrique quelconque. 

\u contraire, si dans l’é-quation 

(1 3 ) {rr'Y — r“ r'- , 

qui .se vérifie généralement quand r, r' sont deux nombres quelconques , 
on remplace ces nombres par des quantités géométriques z, z', on ol> 
liendra la formule 

(14) {zz' )“ = z“ z' “ 

i|ui ne sera pas toujours exacte. EflectivemenI , on aura, en vertu de 
l’équation (2), 

(zz")" = e""“> 
z“ z'“ = «"'<*') = 

Par suite l'équation (i 3 ) subsistera sous la même condition que la for- 
mule (26) de l’arrtcle précédent, c'est-à-dire dans le cas où les arguments 
p, p' de z et de z', supposées tous deux compris entre les limites — n, -1- tt, 
fourniront une somme p + p' comprise entre les mêmes limites. Lorsque 
cette condition ne sera pas remplie, ;dors, en vertu de la formule (a8) on 
(29) de l’article précédent, jointe à l’tnjuation 
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on aura 

(i5) {zz'Y = z“ z’“, 

si la somme p -t- p' est comprise entre les limites — r:‘. — urr, et 
i6) (:z)“= 

SI la somme p -h p' est comprise entre les limites n, an. 

Si l’on désigne par s' la quantité géométricpie conjuguée à z, et par «' la 
ipiantité géométrique conjuguée à u, alors, en vertu il«*s notations admises, 
aux trois quantités géométriques 

1 (z), ul(s). 

correspondront les quantités géométriques conjuguées 
1 (z'), «'l(z'), e" = r'" . 

Donc 

z”, z'* 

seront deux quantités géométriques conjuguées. 

I. 'équation (a) est précisément celle à l’aide de la<pielle M. Bjorling a 
défini la fonction z“. Mais, en vertu des conventions adoptées par cet 
auteur, p serait, dans l'équation (ii), un angle qui, toujours inférieur a 

la limite ne s’abaisserait jamais au-desNOiis de la limite ^ — i;. 

D’ailleurs, M. Bjorling a donné à l’expression z" le nom de puissance prin- 
cipale du degré u. Nous conserverons ce nom, mais nous attribuerons à 
l’argument p de z, nus en évidence dans l’équation (i i), une valeur nu- 
mérique inférieure ou tout au plus égale à n. Il eu résultera qu'en élevant 
deux quantités géométriques conjuguées à des puissances indiquées par des 
exposants conjugués, on obtiendra encore, |X)iir ptiissan'ces |innci|iales, 
des quantités géométriques conjuguas. 


33 .. 
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Sur les arguments de deu.v quantités géométriques dont lu somme 
ou le produit est une quantité algébrique positive. 


^ I*'. — Sur les arguments de deux <fuantttés génmétrtqurs dont la somme est atgéhnque 

et positive. 


( ÀMisiclérons deux quantités géométriques dont la somme soit algébrique 
et positive. .Soient d'ailleurs c la demi-somme, et 

z = r, 

la demi-iiiKéreiice de ces deux quantités géométriques. Klles seront repré- 
sentées par les binOmes 

c + Z , c — Z ; 


et si l’on noitime (t, p' leurs modules, a, o' leurs arguments, que nous 
supposerons tous deux compris entre les limites — n, n, on aura 


(') 


jfo — c~hz=:c-t-rp, 
I p'„. = c — z = c — r,. 


par cons<'*quent 

i P cos a == r + r cos p, 
' ( p' cos®' = c — r cos p. 


P sin a — r sin p, 
p' sin o' = r sm p. 


On aura donc, d'une part, 

(3) p cos ar = c -I- r cosp, p' cos a' = c — r cos p; 

et, d'auti-e part. 

psin®= — p' sin ®' = r sin p. 

Observons maintenant qu'en vertu des formules (3) cos®, cos®' seront 
positifs, si le motlule r de z est inférieur à la constante positive c. Donc 

alors, chacun des arguments ®, o' étant compris entre les limites — 
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offrira une valeur numérique inférieure à n. J’ajoute que cette conclusion 
subsistera encore si le module r de z devient égal ou supérieur à l’iinité. 
C’est en effet ce que l’on prouve aisément comme il suit. 

D’abord il résulte de l'équation (4) sine, siuo' sont des quan- 
tités afîectées de signes contraires. Par suite, il en sera de même des argu- 
ments O, u', dont le plus grand offrira une valeur numérique égale à celle 
delà somme w -t- a'. Donc cette somme sera, comme chacun d’eux, ren- 
fermée entre li» limites — ît, -4- rr. 

De plus, si le module r, supposé d’abord inférieur à l’imité, vient à 
croître indéfiniment, mais par degrés insensibles, les angles a, iz , dont 
les valeurs sont affectées de signes contraires, et la ilifférence 

O 9 y 

équivalente, au signe prés, à la somme des valeurs numériques de ® et a', 
varieront évidemment par degrés insensibles, jusqu’au moment ou l'on 
aura, s’il est possible, 

JS — a' =■ ±: jr, 

par conséquent 

o' = U n. 

Mais, dans ce dernier cas, on trouverait 

sin b' = — sin O , cos bt' = — cosb ; 
et la formule (4) donnerait 

p' = p. 

Par suite, on tirerait des formules (3) 

P cos B — f cos P c = — c. 

tielte derniere équation ne pouvant se vérifier que dans le cas où c serait 
nul, nous devons conclure que, dans le cas où c est positif, les argutneiits 
U, b' et leur différence vs — zs' varieront pour des valeurs croissantes de r. 
par degrés insensibles, sans que jamais la valeur numérique de s — b' 
puisse atteindre la limite n, qui surpasse cette valeur numérique quand 
on a r < c. On peut donc énoncer la proposition suivante : 
i" Th4orcme. Étant données deux quantités géométriques 

c -I- Z, c — Z 
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(ioiil la soimae est une quaiilité algébrique et positive ic, concevons 
que l’on réduise les arguments w, o' de ces deux quantités géométriques 
a des angles l•enfermés entre les limites — n, -h rt. I^es angles 

a a — a' 

seront eux-iiiémes l■enfe^nés entre les limites — ît , -l- ir. 

Il est bon d'observer tju'on peut encore arriver très-simplement au tbeo- 
leme premier à l’aide de considérations géométriques. En effet , construi- 
sons les trois points 

A, B, C 

dont les aflixes sont res|)ectivenient 

r, — Z, c. 

Le point C sera situé sur l'axe polaii'e, et le pôle O sera le milieu de la 
«Imite AB. D’ailleurs, ou pourra sujiposer que des deux quantités gi-oine- 
triques 

Z, — Z, 

la première est celle dans laquelle le coefficient de i est positif, (iette livpo- 
these étant adini.se, les arguments a, — a' seront positifs et i-eprésen- 
teront les angles fornu's par les «Imites BC, AC avec l’axe polaire OC , c'est- 
a-«lire, en d’autres termes, les angles BCO, .ACO. Donc la somme c — sr' 
«les deux arguments et, — ts' représentera l’angle BCA «lu triangle «pii a 
p«>ur sommets les trois points A, B, C. Donc cette somme sera nn angle 
p«>sitif inférieur à n, et l’on pourra en dire autant , à fiirtiori , de la valeur 
numérique de l’angle ® -i- et', équivalent, au signe près, à la différence 
d«»s arguuuMits tz, — Et'. 

Du théorème premier, joint aux pnncqies établis dans les deux articles 
pr«*c(‘«lents, on d«'‘<luit encore les propositions suivantes ; 
a* Théorème. Etant «lonnées deux quantités géométriques 

c -t- Z, c — Z 

ilout la somme est une «{uatilité algébrique et positive a f, rad«liti«)u on la 
soustraction de leurs logarithmes principaux, pris dans un système qnel- 
l'onque, donnera pour résultat le logarithme principal du pr«Kiuil ou du 
<|Uotient de c«;s deux quantit«'S g«‘ométriques. 

V Théorème. Etant données deux quantit*^ géométriques 

“H C Z 


Digitized by Google 


( a63 ) 

dont la somme est une quantité algébrique et |K>sitive a c, la multiplication 
ou la division de leurs puissances princijiales d’un degré quelconque u don- 
nera pour résultat les puissances principales et semblables du produit ou 
du quotient de ces deux quantités géométriques. 

Kii vertu du théorème a, et en désignant à l'aide de la lettre caractéris- 
tique I un logarithme iiéfiérien, on aura non-seulement 

(5) l(f-t- 2 )-l-l(c-z)=l(c’- Z’), 
mais encore 

(6) l(f -H z) - l(c — z) = 1^‘- 
On trouvera, |iar exemple, en posant c = t, 

(7) 1(1 -t-z)-^l(l -Z) = l(l -2»), 
et 

(8) |(, 4-a)_|(, = 


hn vei-tu du théorème a, et eu désignant par u une quantité gèomi-trique 
quelconque, on aura non-seulement 

(9) (f-t- z)“(c — z)“ = (c’ — z^)“, 


mais encore 



On trouvera, par exemple, en posant c = i , 
(il) (l — 2)“ =(l - 


et 

(la) 


(» + «)- _ ( i±i\ 

(,—»)• ~ \ i-il 


Si l'on pose, en particulier, m = les formules (9) et (10) donneront ■ 
. 1. ■ -i 

(i3) (c-Hz)’(c- *)’ = (c-»- 

rr,; • ' • - 


(I4) 


• , . 1 . 


VW_ 


(c — t) 
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§ U. — • .Çttr ies arguments de deux quantités géométriques dont, le produit est 
algébrique et positif. 


ConsidÎTons deux quantités géométriques 



dont le produit se réduise à une constante algébrique et positive c. On aura 

rr” = ipV 

et, par suite, l'équation 

rr' = c 

donnera 

(i) rr'isc, (a) ip^' = o. 

Si d’ailleurs, comme on peut généralement le supposer, chacun des ar- 
guments p, pf est renfermé entre les limites — n, -f- t:, la somme p p' 
offrira une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à an; et 
même cette valeur numérique ne pourra s’élever jusqu'à la limite a n que 
dans le cas où, z” étant réduits à des quantités négatives — r, — on 
aurait 

•e = V=-i, 

et, jwr suite, 

P =z ± K, p' = ± n'. 

Ce cas excepté, l’équation (a) entraînera généralement la suivante : 

(3) p+p'=o QU pf = —p, 

<le sorte que p, p‘ seront des angles égaux, au signe près. 

Si l’une des quantités géométriques 

Z, z' 


offre pour partie algébrique une quantité positive, alors des arguments p, 
p , l’iin sera compris entre les limites ~ l’autre, en vertu de l’équa- 

tion (3), devra jouir encore de la même propriété. Donc alors la différence 

p-pf 

sera comprise entre les limites — r, -t- De cette remarque, jointe aux 
princi|H-s établis dans les deux articles précérlents, on déduit immédiate- 
ment les propositions suivantes : 
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i"' Théorème. Soienl z, z' ilfux (jiiaiilités gi-oiiiétriniies dont le produit 
sr ivrluise à une (|uantité algébrique i‘l positive c. Si l’une des quantités z, 
z' offre une partie algébrique positive, la dilTérence de leurs logarithmes 
principaux, pris dans un système quelconque, sera le logarithme prin- 
cipal du rapport de Tune à l'aiitn*, en sorte qu'on aura 

^'0 1(Z)-1(Z') = 1 (i). 

a' Théorème. Soient z, z! deux quantités géométriques dont le pro<luit 
se réduis*' à une quantité algébritpie et positive c. Si rune des quantités z, 
i offre une partie algt'brique positive, le rapport de leurs puissances |m iii- 
cipales d’un degré quelconque « sera la puissance principale et semblable 
lin rapport de ces lieux quantités gé'ométriqnes, en sorte *pi'on aura 



Hx.dAn ri T lirr ) 


V, 
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Sur l'argument principal d'une quantité géométrique. Formules 
diverses servant à exprimer l’argument principal d'une quantité 
géométrirpic en fotiction de la partie algébrique et du coefficient 
de i. 


Soit 

( I ) “ — ''p 

uni; quantité géométrique, qui ait jMur module le nombre »•, et pour ar- 
gument l’angle p. Si cet angle est, comme on peut toujours le siqijioseï-. 
renfermé entre les limites — :r, n, il deviendra ce que nous appellerons 
Vargument principal de la quantité géométrique 2. Si z se réduisait à une 
quantité algébrique négative, en sorte qu’on eût 

2 = — r, 

l’argument principal p pourrait être censé atteindre ou la limite inférieure 
— n, ou la limite supérieure rt, suivant que l’on considérerait — r comme 
la limite vers laquelle convergerait, pour des valeurs infiniment petites du 
nombre t, 011 la première ou la seconde des deux quantités géométriques 

— r — t'\, — r-f-ei. 

Concevons maintenant que, dans la quantité géométrique z, on désigne 
la partie algébrique par x et le coefficient de i par jr. On aura 

(a) z = x+ji, 

et, en égalant l’nne à l’autre les valeurs de z données par les formules (1), 
(i), on trouvera 

2C-^/i = rp= ipC = r(cosp -t- isin p). 

par conséqueni , 

(3) x=rcosp, jr = r>i» p. 
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Des équations ( 3 ) jointes aux formules 

cos ’ P sin ’ p = i, 


on tire, en premier lieu , 
et, par suite, 

( 4 ) 

eu second lieu , 

( 5 ) 


* sin P 

tdnc P ~ — ■ » 
* coi P 


j:* -+- J* = /■*, 


r=(x’+7-’)>; 


C05/7=:-» 


la valeur de r étant donnée par Téquation (4), ri 

(6) tangp=^- 
Kndii, comme on a 

cote = -- — > 
r Ung/< 

sécp=— , cosécp = ^-^i 
‘ cos P • un P 

on trouvera encore 

(7) 

(8) sécp = ^> cosécp = y 

Inéquations ( 5 ), (6), (7), (8) subsistent pour toutes les valeurs que 
peut acquérir rurgiiment p de la quantité géométrique 

s = X jr 'i. 

On peut d'ailleurs de ces mêmes équations déduire des formules diveise» 
dottt chacune détermine non plus ruiie quelconque de ces valeurs de p, 
mais l’argument principal de z, en fonction des deux quantités algé- 
briques X, jr. 

En effet, conservons les notations adoptées dans mon Analy se algc- 
brique, et admettons, en conséquence, que, x étant une quantité algé- 
brique, l’on désigne par la notation 

arc sin x, ou arc coséc x, ou arc tang x, ou arc cot x, 

34.. 
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l aix’ qui, ayant ■X' poui' sinus, ou pour cosccaiiU', ou pour tangcnlp, ou 
pour colangenlt*, est renfermé entre les limites — la valeur luiiiié- 

l iqiie (le or étant stqiposée inférieure à l’unité dans arc sin j, et supérieure 
a i'iiuité dans arc cosée jr. Vdniett(jiis, au contraire, (|ue l'cju désigne |)ar 
la notation 

arc cos Jr ou arc s»t jt 


l are (|iii, ayant x pour cosinus ou pour sécante, est renfermé entre les 
limites o, k. Puisque cos p et séc p sont des fonctions paires de p, qu’on 
n'altere point en changeant le signe de p, il est clair que, si p ia*prt‘senle 
rargiiment piiiicipal de z compris entre les limites — s, r, ou tirera de 
la première des formules (5), 

p = ± arc cos '^i 

et de la première des formules (8), 

p = ± arc séc -• 


\joutons (pi’en vertu de la seconde des forimdes (5), y sera positif ou 
ni-gatif avec sin p, suivant que p sera compris entre les limitt's o, n on 
o, — n, c’est-à-dire, en d'autres termes, suivant que rarguinent principal p 
sera positif ou négatif. Donc, dans les deux équations que nous venons 
d Obtenir, le double signe devra être réduit au signe de la (|uantité algé- 
britpie j'; et rargument principal p de la quantité géométrique 

Z = X +jri 


pourra être déterminé, dans tous les cas, par rune quelcon(|ue des deux 
formules 


U») 

(lo) 


X X 

P = arc cos - > 

J' ' 

p = aix! sec - 1 

X 


la valeur de /' étant donnée en fonction de x et de y par ré<|ualion ( j). 
Il est bon d’observer qu’en vertu de la forimdefg) ou (lo), l'argument 

principal p offrira une valeur numérique inférieure ou supérieure à sui- 
vant que la valeur de x sera positive ou négative. Par suite, ou tirera de I < 
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roniiiilr (fi), si x est positif, 

(il) /> = arc taiig'^ 1 

et, si JT est négatif, 

l a) /> = arc tang^ ±: n, 

le signe i devant être réduit au signe + ou au signe — , suivant qiie^ sera 
jiositifou iK-gatif. Ajoutons qu’un nombre qui se réduit à zéro pour x > o, 
à riiiiité pour .r < o, peut être représenté par l’expression algébrique 


et qu'en conséquence les équations (i i), (la) se trouvent toutes deux com- 
prises dans la formule générale 

(i3) p = arctang5-^î^(i--^y 

Kiiiin, coiiune les arcs £ 

arctang-» arccot-> arcsin-< arccoséc-> 

X r r y 


seront égaux, aux signes près, les signes des deux premiers étant s«*m- 
blables ou contraires aux signes des deux derniers, suivant que la valeur 
de .T sera |>ositive ou négative, on aura identiquement 

arc tana - = arc cot - = — =? arc sin - = arc cosec - ; 

-r y yjt’ r yf.,! y 

et, par suite, on pourra substituera l'équation (i3) l'une quelconque des 


formules 

^ X 

K jr / X \ 

(■4) 

n = arc cot - 
^ r 


(i5) 

X . jr 

P = -r= arc siii - 
^x< r 


( 16 ) 

D = arc coséc - -1- ( 1 ?=^ 


y 2v>’\ V-»*/ 


r étant toujoui-s déterminé, en fonction de x et dej, par l’équation (4). 

lies formules (i3), (i4)et celles qu’on obtient en substituant, dans les 
formules (9), (10), (i5) et (16), la valeur de r donnée par l’équation (4)i 
ne sont pas les seules qui servent à exprimer l’argument principal p de la 
quantité géométrique z = x -4-_7'i, en fonction des quantités algébriqws j:,/. 
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Ou ppiil piu-ore, apres avoir réduit l'équation 
(17) ar -t-^i = i,r = re'” 


a la forme 

(. 8 ) 




■ï+ri 
» 


en ilé<luire immédiatement la valeur cherchée de p, en prenant les loga- 
rithmes principaux des deux membres. On trouve ainsi, eu nommant p 
l’argument principal de z, 



et , par suite , 


ù9) P = !'(“'-)• 

ou , ce qui revient au même , 


(an) 




. ■■ > 
I 


la valeur de r étant donnée, en fonction de x et jr, par l’équation (4). 
D’ailleurs, si à la quantité géométrique x-\-y \ on substitue la quantité 
conjuguée x — J'i, l’argument p changera de signe, et, à la place des équa- 
tions (17), (18), (19), (ao), ou obtiendra les suivantes : 


(ai) 

X — yi = i_,r = re~>’'. 

(aa) 

r 

(a 3 ) 

1 . jr— /î 

P= î* r ’ 

(^ 4 ) 

I(x — ri) — l(r) 

P= i 


Enfin, des formules (ao), (a 4 ), combinées entre elles par voie d’addition , 
l’on tirera 

l(x-t-.ril — l(x— 71) 
a n = J i — . — 


et, par conséquent, 
(a 5 ) 


P- 


l(x-t-ri) — l(x — .ri) 
ai 


Si l’on égale entre elles les deux valeurs de l’argument principal p four- 
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iiieü |iHr les équations (i 3 ) et (aS), on trouvera 


(aG) 


arc tang - 


Z. — — — r») 



Si, dans cette dernière équation, l’on remplace x par i et y par x, on 
obtiendra la formule 


(a?) 


arc tang x = 


l(i-t--ri) — 1(1 — j-i) 

■ ■ . ■ ■ » 
ai 


<|ue l'on |M>nrra encon? écrire comme il suit : 

, a\ ^ I , i-t- ri 

( a8 ) arc tang ^ 1 


Remarquons en outre que, si, dans l’équation 
(ag) l(2) = l(r) + /ii 

on sulMtitue les valeurs de c, ret p données par les formules (i), (4) et (9), 
ou trouvera 

( 3 o) 1 (x +7 i) = i 1 (x> J*) -4- i ^ arc cos -^==. 
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Sur les râleurs générales des expressions 

sins, cois, secs, coirés tangs, cols. 


D'après ce cpii a élé <iit à la page a45, si l'on ilèsigne par z une ipian- 
lité algébrique positive ou négative, ou aura 

(i l e*‘ = cos Z -+- i sin î. 

•Si, dans la formule (i) on remplace s par — z, on trouvera 
(a) e“‘' = cosz ~ isin z; 

et l'on tirera iiiiuiédiatement des formules (i ) et (a) 

('^) 

On aura d’ailleurs 


cos z = sin z = r— 


(Iv 

et 

(Ü) 


sec z = 1 cosec z = — j 

cns s iin s 


tallg Z = ■ 


COt Z : 


la‘s formules (3), (4) et (5) fournis.sent un moyen très-simple de l'nter le 
sens qu’on doit attacher aux expressions 

sin r, cos z, séc z, coséc lang z, col z, 

dans le cas où z cesse d'être une quantité algébrique. Kn effet , les valeiii's 
lie ces expressions pourront toujours être facilement obtenues, si l'on 
convient d'élendre les formules dont il s'agit au cas où z se transforme en 
une quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adop- 
terons désormaLs, permettra d'exprimer les valeurs clien liées en exponen- 
tielles népériennes que l'on calculera sans peine à l'aide des formules (6) 
et (c)) des pages a (5 et a'|6. 
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Il esl bon <1 obsci*ser qu’eu vertu îles formules {3), (4}, (5), 

' cos Z, séc ï _ . 

seront (les fonctions paiivs de z, c’est-à-dire des fonctions qui ne seront 
pas altérées quand i sera remplacé par — z, et qu’au contraire 

sin Z,' ‘cosec Z, tang cot z 

seront des fonctions impaires de z, c’est-à-dire des fonctions de z qui 
changeront de signe avec s^en sorte qu’on aiirav, 

f6) cos(^ z) = cos e, séc(— ;*)'^'»ècz, . 

et ^ ' 

f sin( — z) = — sinz, cosécf — ï)'— — «osée?, • 

tang( — *) — — tangz, cot^ — ^t:ol z. ^ « 

^ ’’ '* 

Si dans les équations (3) on pose 

Z = X+Jl, 

alors, en ayant égard aux formules 

e*‘ = = e“^ (cos X -(- i siu x), 

e~“— e-*i+r— e^(cosx — isiiix), 

ou trouvera 

(cosz = îi±^^ 

(S) 


. tr'— e-y . 

cos X — I sut oc. 


( ey-\-t-y . .a~r-r 

stti z — sin X -H I cos X. 

2 2 

fies dernières formules mettent en évidence, dans cos z et sin a, la partie 
algéhnqne et le coeflicient de i. Les formules qui joueront le même nile 
relativement aux fouclions 

séc z, coséc z, tang z, cot z, 

S . • • 

se déduiront immédiatement des équations (4) et (5) jointes aux for- 
mules (8). 

Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à z, en sorte qu’on 
ait 

l! y=iX —j\. 

Pour obtenir les valeurs des expressions _ ‘-'c 

sinz', co«z', 

cl Je Phj,. math.. T. IV. (<«• U.r.) 35 
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il sisfüra de iliaiiger, dans les seconds membres des fonnnles (8l, le signe 
de y, ou, ce qui revient an même, le signe de i. Donc les deux (|iianlités 
géométriques 

sin 2', cos z' 

seront respectivement conjuguées aux de.ux tjuaiilités géomé'triijues 

sin r, cos z; * ^ 

Z t 

ce qu’il était facile de prévoit-, d’après la forme des équations ( 3 ), dont les 
seconds membres netionV pas altérés, quand ofi ÿ remplace i par — i. Par 
suite aussi, les quantités géoiBétriqiies 

séc 2', cosécz', tangz', col z' 

10 ' « 

seront, eu égard aux«foruuiles {/() et ( 5 ), respectivement conjuguées aux 
ipiaiitilés que repi-ésenie#ont les expressions 

séc 2, ■ coséc z, lang z, cot 2. 

Kn joignant aux équations ( 3 )“, (4)> ( 5 ) l’équation (1) de la page a 4 a, on 
étendra sans jieine un grand nombre de formules trigonométriques, re- 
latives à un ou à plusieurs arcs, au cas où ces arcs rleviennent des 
quantités géométriques; et d’abord il est clair que, si, après avoir multi- 
plié cliaque membre par i dans la seconde des formules ( 3 ), on la combine 
avec la première par voie d’addition ou de soustraction, l’on retrouvera 
précisément les formules (1) et (a), (iclles-ci devront doue éti-e étendues 
au cas où 2 représente une quantité géométrique, quelconque, et l’oii pourra 
eu dire autant de l’équaliou * 

(<)) COS*2 -H Sill’2 = I , 

qui SC déduit encore immédi.rtement des formules (3), ainsi que dt» for- 
mules (i) et (a) combinées entre elles par vofe de multiplication. 

Ajoutons que, si l’on divise par cos^2 ou par siii’z les deux membres 
de la formule ''9), ou en tirera géuéralenieul, eu égard aux ûirmules (4)- 
Pt ( 3 ), 

(10) . séc’2 = I -t- taiig’2 

et . ' . • 

(1 1 ) coséc’ 2 = I + cot ’ 2. 

Observons inainteuuul que, si l'on désigne par k une quantité eniiero 
quelconque positive, mille ou négative, les diverses valeurs du produit 
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aXri seront, eu vertu de la remarque faite à la page a4t(, les divers 
rithines né|)ériens de l'iinité. On aura donc _ * 

(ta) ' ■ e'*---.., 

Kn combinant cette dernière équation, que fournit aussi la forifnile (G) de 
la page 34®? f'' formule (1) de la page a4>i trouvera 




(, 3 ) 

puis, en rempluçant z par — z, et k par — k, 

•4) 


_ g- «■ 


Ola posé, les formules (3) donneront ' 

'i5) c.os{z -i- 1 kr, ) = coa z, sut (z -)- a A'?:) = sin z ; • 

et, par suite, on tirera encore des formules 1 4), (5), 

( 16) séc (z -I- a A»i) = séc z, coséc (z H- a A-) 1= coséc z, • ^ 

/ ij) tang (z -t- a As) = tang z, cot (z 4- a As) = cot z. 

Donc une des propriétés les plus remarquables des lignes trigonométri(|ues 

sin z, cos z, séc z, coséc z, -tang z , cot z, 

celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable quand 
on fait croître ou décroître l'arc z d’un multiple de la circonférence an, 
s’étend au cas où cet arc se transforme en une quantité géométrique quel- 
conque. 

Si à un multiple d» la circonférence an on substitue un multiple impair 
de la demi-circonférence n, l’arc représenté, au signe près, par un tel 
multiple pourra être suppo.sé de la forme 

(aA-ei)n, 

A désigne toujours une quantité entière positive, nulle ou négative. D’ail- 
leurs, en vertu de la formule (6) de la page a45, on aura 

■(18) - I, 

et, |)ar suite, eu égard à la formule (1) de la page a4a, 

(ig) c-' ’ d"l‘ 

35.. . 
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Ola |Kisé, Im forimiles ( 3 ) donneronl 

(aoj cos[z (2 A i)?:] = cosz, sin[z.-t-(a A -h ils] = — sinr. t 
et l'on tirera des forinides (4 )> ( 5 ), 

(ai) séc[ï -I- (a A + i)s] = — séc s, coséc [ z 4 - ( a A -t- 1 ) s] = — coséc z, 

I 2a) l:mj([z 4 - (a A H- i)sj = taiig z, cot [z 4- (a A 4 - 1) n] = cot z. 


Il est bon d’observer qu'en vertu des équations ( i 5 } et ( 16 ) jointes aux 
é>|uations (ao) et (ai), on aura généralement 

\a 3 ) ' cos(z4-As) = ( — i)*cosr, sin(z4-As)=( — i)*sinz. 

(a 4 ) coséc(z 4- As) = (— 1)* sécz, co«éc(ï 4- As) = (— 1)* s«'‘C3. 

•€ 

A désignant une quantité entièi'e quelconque positive, nulle ou négative. 
,\ii contraire, en vertu des formules (17) jointes aux formules (aa , on aura 

(a 5 ) ■ tang (z 4 - As) = tang z, cot (z 4- As) = rot z. 

Vinsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangeule d un arc 
ne varient pas, quand on fait croître ou décroître cet arc d'un multiple de 
la demi-circonfcrence s, s’étendent au cas où ce même arc se transforme 
en une quantité géométrique! 

Un peut généraliser de la meute manière les relations qui existent entre 
les lignes trigonomélriques de deux arcs dont l’un est le complément ou le 
supplément de rautiv*. 

Ou dit que de deux arcs z, z', l’un est le complément de l'autre, lorsque 
ces airs satisfont à la condition 

(a(> l z 4- z' = -■ ■ • 

* • 


Kn supposant cette délinition étendue au cas même ou les arcs se transfor- 
ment en quantités géométriques, on, obtiendra toujours pour complément 

de l’arc Z l’arc ^ — z; et, comme la formule ( 6 ) de la |»age 24 5 donnera 


(27) e^ =i, e ' 

on tirera de la formule (i) de la page a4a 


( aS) 
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et des formules (3) 

{■içf) cos^^ - = sin Z, sin ( ^ - ï) 

4^;ir suite aussi, l'on tirera des roruuiles(4) 

• — c<v>éc Z, 

tang {^— “• 

En renversant la derniere des forinules (39! et les formules (3o), (3i). 011 
obtient les suivantes : 

. _ (3a) eosz = sin — 2), eost'cs = (5 — 

Oelles-ci pourraient être considérées comme un moyen de définir genérafe- 
inent les trois lignes trigonométriques 

cos 2, coséc I, cot Z. 

Elles montrent que le cosinus, la cosccante et la cotan^entc de l'arc z sont 
toujours le sinus, la sécante et la tangente du complément de cet arc. 

Ou dit que de deux arcs z, z', l’un est \e supplément de l’autre, lorsque 
ces arcs satisfont à la condition 

(33) ^ . z + z'=r. 

En supposant celte définition étendûe au cas même où les arcs se trans- 
forment en quantités géoiiiétriques, on obtiendra toujours, pour supplé- 
, ment de l'arc s, l’arc tr — z. D’ailleurs, si l'on pose A = 1, <lans les for- 
muli»s(a3), (24)1 (^S), et si, en même temps, ou y remplace z par — r, 

on tirera de ces formules jointes aux équations (6), (7), 

• 

034) cps(n — z)=— cosz, sin (tt — z) = sin z, 

(35) S«‘H;(Tr — z)= — sécz, cosêc(r — z) = coséc z, 

I 3()) tang(7r — s) = — Ongz, cot(:r — z) = cotz. 

» 

II n'-sulte en particulier de ces formules que le sinus et la cosécante ne va- 
rient pas quand ou remplace un arc par son supplément. 

.Supposons maintenant que z, z' soient deux quantitrà •géométriques 
quelconques." On tirera des «■quations (3), combinées avec la formule (0 


f’3o) 

et des formules (5) 
(3.) 
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lit* la -ilyi., 

ih) 


I cos.(: 

I siii t; 








09 ) 


et, par suite, eu éf^ard aux éqiialious(i) et (2), • 

I cos (ï I-) = ‘■Wî* ‘ cos 2 ' — silizsmz', 

' ' ( siii (z -t- 2 ') = siii 2 cos 2' -t- sin z'cos Z. 

Si, dans ci*s dernieies formules, on remplace z par — 2, elles tloiineront 

cos (2 — 2') = cos 2 cos z' + sin z siii 
sin (5 — 2') = sin z cos z' — sin Z' cosz. 


Oonc les formules (ü) et (7) de la page 221 coutiniienl de subsister dans le 
cas on l'on remplace les arvs /> et // par deux (|uantités géomélri<pies 2 
et z'. 

Ajoutons que des fornndes (38) elfSq) on tiiX' inin-seulemeni 


mais aussi 

(^|t) 


it.ang(z-v2') = iïi;Sl±±l!iî;, 

J ^ ^ ' I — lang z liirîg ; 

I taiiij(2 — r') : 


tangs + tang t' 

I — lang s t«irrg z' 
uns » — taim ’’ 

1 ■+■ ungz tangs' 


CüS (z + z') -H COS (z — z') = 3 COS z cos 1% ^ 

! cos ( z — z') — COS (z + 2') = 2 sin z siu z', 

sin (z -f- 2') -t- sin (z — 2') = 2 sin zcosz', 

sin (z + z') — sin (2 — z'J = 2Cos z sin 2'; 


puis, en remplaçant z et 2' par ' et par 
i cos'z cos 2' : 


: 


M) 


4- fOSS' 

= a cos 

* + * 

cos 

2 



s -h 5' 

' — cos*r 

= a sin 

Sin 


3 

îH- s' 

siu z' 

= a sin 

COS 



7 

z •• z’ 

— sin z' 

= 2 cos 

SIU 


3 
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« 

Remarquons eucort? (|ue tJe,!.'» formule (i) de la pajje a.'ia on lire 
e'e' e* = e‘*' e' = (!'*' ■*■ , 

el généralemen^ 

(45) e'e' t*' ... = e' • * , 

quel que soit le iioinbreM des quantités géométriques s', i",.... Si, dans 
l’équation ( 45 ), on suppose z= z’— z" = on trouvera 

( 46 ) 

* 

, On aura, par suite, 

(47) (e«‘)"^= e"“,' (e-'‘)'’= e-"*‘, ■ • 
ou, ce qui revient au même, 

(cos Z + i sin s i" = cos nz -t- i sin nz , 

(cos Z — i sin 2)" = cos «2 — i sin 7/2; 

et de ces deux dernières Ibrmules, combinées par voie d’addition et de 
soustraction, l’on conclura que les équations (to) de la page aai peuvent 
être étendues au cas où l’arc p se transforme en une quantité géomé- 
trique 2. I«> même remarque s'applicpicra aux équations (1 1 ), (ta) de la 
page aaa et aux équations 56 ), (67) de la page a 3 l. 




Digitized by Google 


( a8f> ) 


Sur les valeurs générales des e.vpressûms 

arcuogs, * arcrmZf arcsiriZt arccosz, arcsêrz, arccu>ci 2 . 


§ I**. — Formule^ e/tu déterminent ces valeurs et les font dépendre des logarithmes 
principaux^de rertainrs quantités géatnétriques. 

* * 

D’apres ce qui a été dit dans ravant^dernier article, si l’on désigne 
par % une quantité positive ou négative, on aura 

/ \ . I , I -4* zi 

{n arc tauff s = — : I :* 

\ f ^ 2 I I — ZI 


ou, ce qui iwient au même, eu égard à la formule (8) de la page aG’î, 

(^) 


1 (i + si) — I (i — *i) 
arc taiig z = - ^ . ' '■ 


D«* plus, comme im arc, dont s s<Tait la cnlangciite , aurait pour tan 
gente P on trouvera encoi'e généralement 


( 3 ) 


arc cot Z = arc lang -• 


Ajoutons que si z, ofi'rant une valeur numérique inlérieure à l'unité, re- 
présente le sinus d’uii arc compris enti-e, les limites — j, cet arc aura 
pour cosinus la quantité positive v'i — *^t pour tangente le rapport 

V I — »' 

On aura donc encore 


( 4 ) 

Enfin, on aura 
à rnnité, 

( 5 ) 


arc sin z = an: tane - ~ . 

évidemment, pour une valeur tiuniénque'de r inlérieure 

arc cos z = - — arc sin z, 

2 
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et, pour nue valeur numérique de z supérieure à l'unité, 

( 6 ) ' arc'séc 2 = arc cos 

( 7 ) :irc coséc z = arc sin * 

m 

Les formules (i) ou (i),*(3), (4), (5), ( 6 ), ( 7 ) fournissent un moyen 
très-simplé de fixer le sens' qu'on doit attaclier aux expressions 

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cos'z, . arc séc z, arc coséc z, 

. «J . 

dans le cas où z cesse d’être aine quantité algébrique. En effet, les valeurs 
de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues si l’on con- 
vient d'étendre les formules dont il s’agit au cas où t se transforme en une 
quantité géométrique quelconque. Cette convention, 'que nous adopterons 
désormais, permettra, eu égard à la formule (i), de réduire la détermina- 
tion des valeurs cherchées à la détermination d^ logarithmes principaux 
de certaines qua’htités géométriques. Si l’on veut, en particulier, obtenir- 
la" valeur générale de arc sin z exprimée à l’aide d’un ou de plusieurs 
logarithmes principaux, il strffira de joindre à la formule (i) la for-mule (^ ), 
de laquelle on tirera 


I-+- 


* ' *1 r/T"— 

rc stn Z = — r J iJ L_, 


arc 


Vt— î- 


ou, ce qui^revieiit au même, 

( 8 ) arc srn z = — , 1 ■ 

, v^i— s> — si 

D'ailleurs, l’argument principal de i — z* étant compris eutre les limites 
— ff, -ht!, le radical \'i — z’ offrira nn argument principal compris entre 
les limites — ^1 par conséquent,' une partie algébrique jmsitive; et, 
comme des deux quantités opposées 

— zi, -I- zi, 

l'itne jouit nécessairement de-da même propriété, on pourra encore err dire 
airtant de l’une des deux quaritités géométriques 


Vi — z| -i- zi, -i- — zi, 

F.i J An. ri dt mëth., T. IV. Ht.) 
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dont le produit se rt-diiil à la quantité positive i. Donc, en vertu du 
I '*-fhéoretne de la page a65, on aura ^ • " 

- ‘ ' 1 1 = 1 f V I ~ 2 ^ [ V ~ ~ ® 

Ajoutons que de cette dernière formule, joinit; à l’èquation 


0 - 


on tirera 


1 [ V I — ï’ -H si I + 1 [v I — z’ — si I = O, 


^|Vl-iL±ii=:l|vT^+si|=-l! 

2 yi — î'— «I , 


r’ - si|. 


Par conséquent, on pourra encore présenter l’éijuation (8) sous rnne ou 
l'autre des deux formes * 


(9) 

(10) 


arc sin z 


= I I |v I - z’ -t- :i|, 

= - î I fvT^z’ - si). 


Il est bon de rappeler que le coefficient de i dans uti lo^rithme nép«'- 
rien principal est toujours un argument compris eaitre les limitei — k, 
-t- n. Cela posé, on conclura immédiatement des formides (i), ('3), (4) 
et (7) que, ilans la valeur générale de chacune des expressions 

arc tang Z, arccotz, arc sin z, arc q»s<-c z, 

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites — 71 ^ . 

par conséquent, un arc dont le cosinus sera positif. On conclura, au con- 
traire, des formules (5) et (6) que, clans la valeur générale de chacune des 
expressions ^ 

arc cos z, are séc z, ' , 

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites o, r, 
par conséquent, un are dont le sinits sera positif. 

% 

§ II. — Sur tes quantités géométriques 
arc tang 5, arccot», *arcsins, arcco&e, archet, arccoscct, 
considérées enm me Jonctions inoerset. 


I^s définitions adinisrs dans paragraph*^ pvécédeiit sasislont à mit* 
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condition qn’il iinportaitde remplir, et it-duisent les quantités géoniélnqiies 

are laiig z, an; cot z, ’ arc sin z, arc cos z, arc séc z, arc cdséc z 

•< 

à lies lonctions de z inverees de celles qui ont été désignées sous les Moins 
de tangente, cotaugente, sinus, cosinus, sécante et cosécante. Ainsi, par 
exemple, on prouvera sans peine <pie la fonction de z, i-eprésentée par la 
notation arc taug z, est inverse de celle qui a été nommée tangente, ou, 
en d'autres termes, que la fonction arc tang z a pour tangente la variable z. 
On y parviendra en effet comme il suit : 

Posons, |xnir abréger, 

(il Z = arc tang z. 


On aura encore, eu égard ^ l’équation (i) du § I", 

• y ' 1 ' ■ 

Z = — I — 


». I 1 — ZI 


I a-ii _ .,/i 

— — T== e I 


pal' conséquent 

> 

et 

i ,,-Zi I “ i ,Zi Zi' 

Mais, d'autre part, on aura, en vertu deséquations (3) de l'article précédent, 
♦ • COsZ= , sut Z = : > 


par cons<'‘quent 


. rw sin Z I — c 


Xi -Zi 


■Zi 


Donc la formule (a) donnera simplement 
(’i) 1 z=tangZ. 

Or, des formules (i) et (3), comparées l’une à l'autre, il résulte qu'en vertu 
des définitions admises dans le $ I*', la notation arc tang z satisfait à la' 
condition qu’il convenait de remplir, et représente une fonction inverse 
<le la fonction tang z. 

Si à l'i^uationfi) on siiKstituait la suivante 


(41 ' 


. Z = arc cot s, 

36-* 
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alors, ni égard à la formule (3) du § 1“, on aurait encore 

r 

Z = arc tang - » 

par <S)nscquenf 

I „ sin Z 1 

-=tangZ = ^ = ^, . 

et . , ' 

(5) s = cotZ. 

On en conclurait qu'en vertu des définitions admises dans le § I", arc rot : 
est uiie fonction inverse de cotz. 

Supposons maintenant 

( 6 ) Z = arc sin z. . 

Alors, en vertu des équations ( 9 ) et ( 10 ) du $ I", on aura 
/ 

1 [^1 — z’ -h zi] = Zi, 1 [y^i — Z* — zi ] = — Zi, 
par conséquent 

V I — s* + ai = V* — *’ — zi = e~^‘; 

s « 

puis de ces dernières formules, combinées entre elles par voie de sous- 
traction, l’on tirera > 


azi = c*' — e~^' ; 


par conséquent 


ou , ce qui revient au même, 

( 7 ) Z = sin Z. 

On en conclura qu'en vertu des définitions admises, arc sin z est une fonc- 
• tion inverse de sin z. 

Si l’on supposait 

( 8 ) '' Z — arc cosz, 

.alors, eu égard à l’équation (5) du § 1 ", on trouverait 

Z = - — arc sin z, 

2 
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par conséquent 


arc sin Z = Z, 

a ’ 

Z = sin — Z^i 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la seconde des formules ( jg) de 
l’article précédent, , 

(9) Z = cos Z. 

On en conclurait qu'en vertu des déânilions admises, arc cos z est une 
fonction inverse de cos z. 

Enfin, si l’on supposait 

(•»o) Z=:arcsécz, 

on aurait encore, eu égard à la formule (6) du § I", 

I 

Z = arc cas-» 


par conséquent 

«l’ 

(«0 


I 7.1 

- = cos Z = -7-=) 

< KCZ 


z = sécZ; 


et, après avoir'<ainsi reconnu que arc séc z est une fonction inverse de séc z, 
on prouverait par un raisonnement semblable que arc coséc z est ime fonc- 
tion inverse de coséc z. 

^ • 

V ^ • 

§ III. ~ Sar les formules qui mettent en éridenee la partie algébrique et le coefficient de i, 
* dans chacune des ejepressions 

arctangs, arc cota, arc&ina,... 

Si dans les expressions 

arc tang z, arc co( s, arc sin z, arc cos z, arc séc z, arc coséc z, 
on réduit z à la forme . ^ 

(i) z = x+yi, 

xeX, jr étant deux quantités algébriques, chacune de ces expressions pourra 
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être réduite à une forme semblable, et, pour ojjérer une telle léduetiuu, 
il suffira (le joindre aux formules établies dans le § l" la formule : 3 o 
de la page 271. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Si à la formule (1) on joint l’éipiation (a) du premier paragraphe, on 
trouvera 




arc taiig z = 


I U — J- + xi) — I (i 4 -,r — ri) 
ïi 


D'ailleurs, en remplaf'ant, dans la formule ( 3 o) de la page ■l'jx, y par a- 
et X par 1 — J, ou y jiar — x et a: par i -+- y, on aura 


. 1 (1 — 


.r + ->^0 = ;•[•»’ + (' - T )’1 + ■ 

> v-r* r)‘ 


>( 


I - J' ^ .ri) = i 1 [x“ 4- (1 4- J^)'] - • i 


arc cos 


*V'x' 4- (1 4- XŸ 


Par conséquent, la formule (a) donnera 


3 ) 


1 


. IX I *!- J' , I >1 

arc tang z — — ^ arc cos - ■ — — — 4- aie eus — 

a v^x' v/x'4-(i4-r)’ v'x’H-fi— ,>•)= I 


i I(x' 4 -(i 4 -/)’) — l[x’-)-(i— J-)’) 

â- , 2 


.Si à l’équation (a) du § I" on substituait l'équation (1) (/6«/e/« j, alors, 
en ayant égard à la formule , 

I -P t i I — / 4 - XI (1 4- xi)' — 7 ’ I— X' — /* H- : 


. (>4-r)’4-x> 


I -+- r — xi ( 1 - 1 - 7 )’ a- X* 

et à l'équation ( 3 o) de la page 271, on trouverait d'abord ' 


arc tant; z =: A I - 

“ r- 




t'“- « • r* 4 -r-xi.’ 

puis ■ V . 

( “>) aie tang Z — - arc eos . ' Z — + 1 ) 

a yx’ v^x’ -I- (i-f-/)’ ^x' + (1 — 4 )’, 4 **4-(i — y,e 

En .comparant l’une à l’autie les valeurs de arc tang i, données p.ir les 
formules ( 3 ) et ( 5 ), on trouve ’ 




arc cos 


14-/ 




-t- arc cos 


= arc cos 



V^x'4-i I -t-xy v'x’4-(i — 4 ;’ 
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Ail reste, pour établir (lirecteinent la formule (6), il suffit d’observer que 
les arcs , 

i + r 1 — J" 

arc cos ■ arc cos 

+ y'x*H-(i — /)= 

ont pour sinus respectifs les deux rapports 

yx* • yx* 

yx'-ein-/)’ v'x‘ + (i — /)’ 

qti t‘u conséquence la sofiime de «"s arcs a pour cosinus le rapport 

. (i + rKi^r) — _ 
v/x‘ + (i-i-rT’ ’ 

et que, d'ailleurs, les deux arcs dont il s’agit étant les arguments principaux 
des binômes • 

I — 2i, i+zi, 

dont la somme est positive; doivent, en vertu du premier théorème de la 
page a6i , offrir pour somme un argument compris entre les limites — ir, k. 

Siqqiosons mamtenant que l’on veuille mettre en évidence la partie réelle 
et le coefficient de i, non plus dans arc tang z, mais dans arc sin z, el- 
réchiire ainsi l'expression arc siu z à la forme X, Y étant deux 

quantités algébriques. Il suffira de réduire à une forme semblable l’un des 
binômes ’ 

y 1 “• 2^ Zl, y I — Z^ 21, 

• ^ 

ou le rapport de ces binômes; puis, de recourir aux formules (g), (lo) 
ou (8) du § I", en ayant d’ailleurs égard à l’équation ( 3 o) de la page 271. 
\joutons tpi’on arrivera encore aux mêmes conclusions en opérant comme 
il suit : » 

Si l'on pose 

(7) arc sin z — 7. — X + Yi, 

X, Y étant deux quantités algébriques, on aura, en vertu de la formule (7) 
du § II, 

z = siu Z, 

ou, ce qui revienfau même, 

I , -t V _ -I 

X -t- ^'i = sin {X + Yi) — ~ sni A + i cos A ; 
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puis ou en conclura 

( 8 ) 


r , — » i -T 

f +e -V r , — < V 

X z= sin X, r = cos X. 


Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

* , .-r 

( 9 ^ 


1' — > 

- r • —• e 

= tt, z= if 

2 ’ 2 ’ 


les équations (8) donneront 


(jo) 


X = -, cosA' = i, 


et de ces dernières, combinées avec la formule 
cos’ X -t- sin* V = t, 

on tirera 

(■') 


X* r* 

+ ^ 


Mais, d’autre part, on tirera des formules (9) 

(ta) m’ — e’ = I, 

ou, ce qui revient au même, 

I 3 ) ^ t>’ H- I , 


et l'équation (1 1), jointe à la formule (| 3 ), donnera 

• • * 

[i;u* conséquent 


X» r* 


e* — (x’ -4- — 1) e’ — r’ = O- 

Donc, v’ ne j>ouvant être qu’une quantité positive, on aura 

(■ '■) - f 

et la formule (i 3 ) donnera 

(, 5 ) , „■ = ^ 

f.nlin, comme, eu égard à la première des formules (9), u sera nécessaire- 
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'V i,;- . . . 

A,.,-'-';-; -.> •■% 


■-:f- . -.'r.^^v' r • ^ 




r * 

1 1 à»' 




■'l -. 


V ■ v^"': pt^ilif^ on tirera tfe l'éqiiatiofi (i 5J ^ 


' :V 


a' *r ' - 


*. V 


- î - ^.' 

‘ ■ -ni- 


(.6) 




». .V^iW . «j 

•■' -t r 


• » Observons niunilenant qi^eu vertu d'une remarque faîte à la tin du § 1 ", -. : v^* * 

la )>artie algébrique ^'dr 'Z •= arc sin z sera toujours un angle compris •; ,'.•' 

■ ît..* eiitn* l<*s limites ^ i- Donc la première des formules (lo) donnera r'-V ;•■ vl<. -.V_J 


•Vî ^ 

. W 

- 1 '• dr 

t^r : 


I?) 


A' = arc sin - : ■ 


\s 


"" ^ 


‘ , ■ ■- 


=^V V. 


et la seconde^clevra fournir une valeur jiositive de cos Al; en d’autre^ ternies’, ■ , ■. * -• : 

y et V devront être des quantités de même signe. Doue la formulc*(i 4 V * ’ V ' *‘ 
• don liera ■ * - - ’K^ ^ * 5é ' 




r ; _ ..\rw^-- ^ .-; • p.' ^»^.•^’^.< .■* - .<■ '■ 

■ •v■‘^ et. puisqu’on tirera des formules (g); - **.- ' 


F <■; ‘ ^ 

••■'.> - . ^;., -/V • • *_ -• 




y = i {ii -h v). 


:• 4 


; . A _ A'jôulons que des torinule.s (i7)-«t (ig), jointes à l’équation (7), on tirera ' • v ■ ■•'<= 


iî ’ 


,. . •*' 
• ' i*' 
t 


: ♦. •'. . 

L- i • • 


définitiTement 




”vlao). 
J* r"’*’ ‘ ^ <i 


arc sin s = arc sin,- 4 - il (w 4- e), 


v“ 


^ jw valeurs de U, e.^lant dÿpirminées par les formules (16) et (18). 





•■.r ■•‘' 

P ; i. • • .» •' :> - I (« ^ p) + 1 (M ■+■ p) =» O, ;< 

f ' ;' ,^ ■ •.•'’. "on, ce qui revient au même, _ ^ 




1 (m 4- P> =•- 1 (tt — w). 

.-.v/ ’V, .'r^Br.dÀ^nMUfi.OuiK. t. tV.{<»*U»t.) _ • '- „- 


. '^V* t. 


., . ■ ^ -• - 4. • ft 


*' V > " '^îSr ‘ * " 

i V .» • v-.uV'’' ■ 





■jtïSFe 


ifv - :muL'^rmyr^: 


C. • • * * 5 rÆ - . , . “ 


. rr.? -.. tq 


•••■•’*♦■ ..v;è‘. il 




• ■ '■ ---i ■ - .. ^ - ’-■ * ^ ■ 

■■ ■ r '■■ A 

« , .■-A*,. ‘ : •• -, t* 


( ay« ) 


•V / 


; . ■ !.j -> U’ I» forniule (ao) pourra Récrire cdinme il sii'iÉ ; ■’ ' 

, » .• -' r*- A • *' arc sin 2 = arc sin - — i I {« — *»). 

' ■< l-)e J'^uaüou (ao)'f^i (ai), jointe à réqiiatioii ( 5 ) clii.jj 1 ", on déduira / ;* ■•'.'llr 

■ ' ■ iiiimédiatenieiit celle qui met en évidence, dafu a^ cos 2, la partie aigé- ' • ^ 

. f:, ' ' hriqiie et le^coefficient d« i. En 0|>érant ainsi, on trouvera ' ' - ’■ 

• - (aa) • ■ , arc cos 2 = arc cos - — i 1 (•« *h- v), ' • 

ou, ce qui revient aie même, .. • . 

’ "x 

(> 3 ) ^ arc cos 2 = arc cos - i 1 (« — t»), j, ^ 

Enüii, si l’on veut mettre en évidence la partie n'-elle et le eoefliêient de i, « jÎJ J’- 

uOn plus dans chacune , des cxpressiOas ; . ' 




r 
i ; 

K-- 




‘.»v 

^ î. 


• '•'’t 
- fl- •. - r 


arc tang 2, arc sin z, arc ^s z. 




' ^ mais dans chacune des suivantes. 


.lï' iV.. 


1. ' •t.' T 

'J H 

. •%. • Lk'- . f] 

• ' ‘•■'i 


1 . * ,r.- 


■• *a^cot2, arc coséc 2, arc ^ 2, ; • >, ■a\<- - i 

■ il" suffira d'avoir égard aux formules ( 3 ), (6), (7) dn.^ I”, par'coiijiijuenf y • 

‘V, ’’ ■ il sufTira de remplacer, dans les formules ( 3 ) ou ( 5 ), ou fai)/(3a) 

• • ou,(,a 3 ), 1^ • 

■■ .• 2 = x-t-7i par ^ = 

. - :■ •, la valeur de r étant , ••» , . , -'. j' • ’.e?'-,, 

-, a f ■ 3-,.» - • •" .C V' -'t. 

• ; ■ • ^ 

f.' r.- ■ en d'autres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs trouvées de '' ->13 

‘'i. , - , * J 

î' ' ■ ■'•vj ‘ • arc tang 2,' arc sin 2, arc cos 2, ' •, - t '*•] 

*àxet_i;^. ■ ■ 

»'■' •: •' ' . . r r* .. _ -tçy-T ■ -.y.-a 

^ \ . . * Soit maintenant 2' la quintité géométrique conjuguée H 2, en sorte que " 

l’on ait , ., ' . • ' • ■ 

, s'=x-ji. ■' , 

I' -, • ^ Pour'passiT de 2 à 2' et de arc tang 2 à arc tang ^', il suffira de rem|>lac«r ' '■ 

f •' ‘ dans Je second membre de la formule ( 3 ) ou (^ 5 )', par — J', 011, ce qui • ]’ } ^ 

i I' revient au même, i iwr — i. l)qisr V*. ' ,1 

? • _ ' • . ' % _ . *' '.-v'fl 

't-' ’ .» -arc tang Z et arc tang 2' „ ' - ".'i "**••■.. id 

-,‘VVv- -1 








s-/* l »9' ) '9 


V. 


seront deux, quantités géométriques conjuguées l’une à l’autre. l)e |iliis. *.'< ^ 

' » rôinnie, en vertu de la reinaWjue faite à la page a59, les radicaux- ' ’ 

st ;'-T ' ‘ * - s^»î ' ' ‘ 

y - 


;.?l 


■1.-2% V* 

■ / ' ' ' serôiil euüore deux quantités géométrîqaes conjugué^ , on pourra eu dire ' •’• 

t ■ '. aillant, noi1-se«lement des rapports . “ 

. . » *. ■ < 

1 , • 


'iitir-' 


- y* 

# r*p 




' 't \ niais auss^es expressions 

arc tang 

oii,,ce qui revient jtu même, des ex|iresslbiis 

f 




v/.-.*î v-A- • ^ 

, *■ •'■ ■ , ^ fiT-s i' Vv'-A-:- 

.*• , !• . ■: ,'t .’ '. -'i . /.- * ■ ■*; 

-7=1 arc tang - , i , - . . , ' 


i»;.' »=»-'V 

■■4- 

r : ,'t-. 

■ ■ f.u 

:v4îs 

^ V*'* \ " 

.. ^ . 

r' ■' '•■. i 



arc sui Z, arc sin z , g 


t.' ■' '•■. i ? 'J.-- 


r\. . 

- - 2 X" ■ V .'.’ 

J- ' fi; , ‘‘•i suite, ^:u ^ard aux formnles’( 3 ), ( 5 ),.( 6 ), (7) du $ I", les quAtitié. ;v,jr : :>g ' 

■' - jS- .. ^ ^ - 

- . ''Tr? y _ •> _ , âi;o cdt 3', arc cos z', arc séc 2', arccosécz' *- ■ ’ Vj 

s.-'- ■ ' ■ ■ •• 

seront l•espécti^■ement conjugiu-es' aux quantités géométriques “ ' 


A"'-# ? ? 


arc ^t 3,^ arc cos z, arc séc r, ' .irc coséc z. 


S ; .... .. 

; .'XiV^ tiu lemiioatil ce paragraphe, j’observerai que les formules {zo), {aaj . - 

formules (lOl), (i3o) et (iSg) de la onziéniB . ~ * iw 
•' y" le«,«»tde mon r/jÿ^ewtiW, ou gîiitqt 9 %'^; ogjles dans lesquelles elles , 

*~Vi ,r^ ” se transforment quand on remplace le radical y — 1 par la lettre i. Seule- ' ‘ ** *'“■ ’. : ' * 

7 - ment, la forinule(i 5g) de celte onzième leçon était la formule (3) restreinte •'■ " 

• v.’i ' :«i élis ou la valeur numérique de T" ne surpasse pas l’unité. ' ■.• - 

- T.-. , ** 3.' ■ " 

^ IV.-.- ÜB/- «■rto/aw'fcfearf Wn^a/trrr» «fc/ê^rrjfloaj arc tiinj; I, »rc r.Al », trc sius.... *.i'' -z 

'/.i'f-' ; -. ’v;' ■ > 

* .i i.e prindjie auquel il piu'aît convenable de recourir pour déterminer le» . /‘i;- ' . \ 



M “ rï?' V- ' îV-V^iV -i. '' 

'i ♦ • ' ' r , . 's ‘ !• •• -V • • - * - r. 


> A i’ 


t 4 * / . 

.V ’ • * 


t;* 


V 


•> 


- .,.■. .vr***' •<• 
iri- V; * --^-V -, 

-X.v. 

^ '--t- 


*.V-. ' ’Jf 


■ ' ’ ( » 9 > ) 

» (l('‘iiiiittoti douiiée iit> puisse plus Iburnir iiiiiiiédiateiiient la yaleiir de la 
B fonction que l'on considéré, on cherche la limite on les limites vers . •- 
B lesqudles celte fonction converge, tandis que les variables s’approchent 
B indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont.assigtu'es; et, s'il", rV4 

.« eiTiste une ou ]>lusienré limites de cette espèce, elles sont reganl^ comme ■ a ^ 

B autanttle valeurrf'de la fo'nction dans l'hypulht'se admise. Sous riemmuns ' V'" * 

b' valeurs singulières de la fonction proposi'ie, celles qui *e trouvent dèter- • **' 

B minées, comme on vient de le dire: telles sont, par exemple, célles ■ ' 

» qu’on obtient eu attrihuant aux variÿbles des valeurs infinies, et Houwnt • - 

B .aussi celles qui correspondent à dés solutions de continuité. ^ ... '*^1. | 

•Si, en.jiartant de ce principe, oiijcherche la valeur singulière du ra'iiporl î ^ v\* ' _ j 


a . - 

« 


ye~ 

“ ,<1 


•* dans l»ca»«ù, la constante n étaiit réelle et dwlincte de xéro, la variables .1 

âtra, c^inie jt* 1’ai remarqué ,à la . • •• • - 


tV«’ 


r. 'r.yi 




■». - 

V. • 

î '?■ * ' ' 

V'- ^îtr it*» 

V’ " •'V-- 

? 

• ï s? 


supposée réel^ s'évanouit, oji reconnaîtra 

page 46^e inoït^Analysmalgéhrique, que cette, valeui* sh^lière estdouldr 
et se^duit à ± oo . D'ailleurs le |)nncipe énoncé peut èltp npj^liquéà une 
Ibnction quelconque de variables réelles x, jr, on mémo de la qiiantité... 
géométrique > . ^ , * ; . ■ ' . ' , 

i • 3 = x-t-ri; . > - 'f'. : K ' 

par exemple, auxjuncfmns ' ■ , ' ; - . .‘'r è 

• - -r. '■ 




\ 

■ i( 




arc tang z, àçf cof z, arc sin r, etc. 


,*î-.v 


|>articulier, la fonction 1 js), et si l'on cTi?l-che •- ^ 

:1e fonction corresj>ondante à mie valeur ujsgHr ^ .L'.' , 

. tiw — r de la variable le jirincipè énoncé fbuniira l’équation (i6^’11e l.a . .■..■'T 

ire la formule '"'v . ' 


Si l'on considère, en 
valeur singulière de cette 


page.aSo, c’est-à-<lire la formule 

l(-r) = 14 r)i;ri, 




. dans laquelle le double »igne devra être riMluitaii aigtie -t*vou au signe —, 
^ y -ir' -J; •• .muvant que la quantité négative — r sera censée reprétepter la limite vers 

• -V laquelle convergera, pmir des valeurs infiniment petites du iiomJire i, V»»' 

£ - »v.' - V ■ . ’ ou l'iuitre des -deux biiibmes ■ - 


— r li, — r — fi. 


.*■ y 


i. -'ÿ ■«• ''v' * . » . . 

'■ ■ Considérons maiiitenunt la fonction arc lung s. lairsqu'on y posera 




8 = x-t-7i, 


:j.V. ..T i- ' ■' 

^ J' étant r^ls, on pouira déilnire géiiéralemeut sa .KÜeiir de I equa- 



V, 


t' - 




( 293 ) 






r- 


î ‘ trou (3) du précédent paragi*a|)he, c'est-à-dire de la lormulp 

I X r ' 

«ii*c taiie 2 I ai*L. — - 


. (^) 

- 'Al' i 


s ^ -t- arc 

v/x>+(7+ r)> . 

i It-f-f- (■+/)’) -l[x* - 4 - (r-^y) i. 


-i V. 

•* ■>* . -•» .,- 


h • • , ; - 








i 


ei» vferlu (k* >u(|uelle la valeur cliercUée sera ordinairement nni<[ne et linie. 
Toutéfow, cette valeur |>onrra on deveitir infinie, ou se' présenter sons une 


1 i 


-»• * ^ .f- -, • 


j- forme iiiclétemiinée, iion-seulemeiit pour des valeurs ifffinies de x ou jr, 

. '■^S'jnais encor^ pour des valeurs finies de ces deux variables, Mvoir, lorsque, . . . • . 


V 

i-f . »•'< 
'l-v - 


, . 


... .'• ■ • • .r ét.'uit nul, le premier an moins des trois'mpports 

" ' ' . ’ ■ “V?* V*’-â-{,l— (i,.:ÿ.r)’ 


• e ” 1 “ 


■4 
'1 


-Ci : ■■ 


.e* 


i--- 


!-’• /.r/ ",• s^'présentera sous la fôriiw-'.nutis cette 'lr>niérehypotlié'se, on l’on aura y.-*, 

1 * -.0-* * ■ 1 .• s- • i’-' .'b . 

r; Simplwiiem . ^ . 'e. -.- r. 

r • .‘y’'-.* s . .. ■ . 



‘ <-r - . ■■V- .. V., '/il 

Vx> -f- (1+ ry v'*’ + («— r)’( 

. r -iii tl. Ji; 


V . i 




V ‘J- " >*1 ' ■ _ 

■ ■• , 'r' V" 


\ /Unr féduû.à runitê'ÿ î^tre à — i, les arcs dont oes rajjports sont les /. v*' V j’, V 

■ U /■ cosînna se réduiront, l’un k o, l’autre à it j et, comme, pour des valeurs in- ^ î < 

•_ . y^ fmiment petites de x,^ rappel ' ^ ^ ÿ.’-.A ” 

‘‘1 

• •- * * - J 







r’.-. • ■ • ■ ^ « 

, , " > ^ . ( »94 ) 

b' ** i.'ïâi' ■*'•• /)ii ucjgatiVM, ou tirera'i^u la foriiuile (aj 

\ ■•; t ■ 

■ ÿ . - V- : 


, =* 1 * w,,-.. 


OU, ce qui revient au 

Pf,' 

t <;'v\ 


■■ -ï :■ J ’-rV. ^ ‘a:- ^ -* ’■ • ‘.^ 
niêiiiei * "9 ' . A - '.•* ‘ • '-*• 


arc tang.( ji) i ± î -+- i j . 





Pv 1 -■>'. ' %:lintiii, «i l'on aVait, stijii 


,■* ' ■• i*r, iiar siiile, - 

'T - ’/v-y* ■ •' • 


^__o, jr —t, , - 4...;,;^.^.^^.. . . ; 

• . - % >• ^ X/ 5 4 

* ^ t. ’. . *n'‘ ' 'V J 


alorîv, des<leiix rapports 

; 'i- ' ■* !•• •>ftr-.- 




■ }— r 

* v'a-’ +‘^+ r)V v'x’ -H ' 


-^3 


. )'üi»->i»'rétluirait à riinité, tandis que l’autre se |m'-senterail soUs la loriiiP ||g-^ . . '.''' 

’ ,.•* ;** X .«•■ * îndôlerininée • < -, * • ■ ' - 1 ‘t-' '‘3 

•i- •- i-»» . • -* « . C-V v\ ■ ' .J I 


. .J • - -«Ï-Aî'!'*. .... 






^ • ' * ' Tt’ailleui.s, ces im'ines rap|)orts «^ant respectivement égaiiy aux deruii; ! ’ ''*.4’?^ 

^ ^ ;■ produits » • I V •;'*■ ■ 

frV- - . î" > ■ ■ ’.-^r • ■«^ / >. A » ' : -ri ■<• • i 


'7 

7 . 7 -- .■>•■-■- -.S' 

; ^V .,7 *• f- . .•■ -*. -7 

Pr-;- . vr ^ 

Î' t'. ' 


celui qufèe piLseuter.i^t srtus la forme - pôui Tîht êtreceiisé avoir pourva|eiir . ^ r "i -i7 ’J 
l'une quelcoimue des quatitités.algébriqueii compn^i^U'e les limires — 1 , ' '‘^Vt,'."!| 

m»^iit ■ - 1 


ij cftte valinr rlé}>eiidant ries signes attrilmés aux quantitiS infiniineiit 

^ 

•' ' - . .i * 


V ■. î >7- - * petilés 

t- 'i'-C: ' 

’f '• ' ■ * Wilë Ja limite vers laquelle convergerait le rapuoi-l de cçs quantités, tandis v- '' 

Si- • ••>'. ^ ■ . l»|;._:.„„ .l'i;..,;.., ' ,-_l " .-C ' . "^7v vlé A ' 





. .' y- ■ - •. ' 7 à 7 *;- :.v 7 -':î.- 7 - 7 : 7’--"\*7 7 * ’’ I 

' 7 -: '7 ^ 7 - ;7 ' i 

y. -./■•..-.■•• 7 .••;,'■■ 7 -; ,7 

? ^ '• ‘ . » ••s-"-.. ■>. '••• •'•- ->- ;i 




» •' - 




f* 


en désignant par 


J % 

M(-i, .) 


•• •* 

(' ’QS ) 


A. 

. 'v'W .■' 


V S' '.V •.■ %..* .• 


■■ '"f ■*■.. •• ^<v ^ 

k-.*-. '•.' . ^ rnne quekonqu^esqiuuilitt^ algébriques couipî-ises eplre his limites —I, . y^-V . •; 5 

tj-'" V '■= -• +i| et eji supposant = I 9uj^= — I , on devra remplacer la forâ^lft^)^ ■**? 




par rime défi formnles ^ 

^ • •. r>.- *> -w ^ 




arc 


• •.» 
V 


(5) 

;■ •/-' 


arc tang ( 


-ctangb=:^M(-i, i) + x.i, 
”i *V' •\u •‘ ^ ' ' 


* * ■ *v ; J 


' PS* d’observer que, si, en j^posantx nul, on attribue ^ jr une 

' '•’ , valeur infinie positive ou -n^^gativë, on tirdft de U rormnle(3) " \ • *’\ ^ 

(fi)' arc tatf)g Z 


• \.V ‘ 

* . '-r^ 


J *'• '.J-*'- v*.i 2r' '* » “J 
p'-,‘ * ' #!'/• ^4* la Videur <le z étant z=,:î:« .i. Ajoutas si, eii supposant la valeur ■ V. 

1 . ' ^ *•* — ** *• « (a 


à ' ‘iv * "w ■' t " *■ ^^**1 ■ *■ ^ 





arc tang z 


,V r’ 

- 'iS ... r ■ “1 * '‘-V- ^ -i 


be» valeurs' singulières que nous 


■■ ^"'cÆ “ * arc ^allg a, et les valeïirs correspondantes de la variable 

■ ';iÿ * V. se déduire avec la (dus grande facilité 

' e T, V*' • ■ " ' 


•■ ' !. 8 UIj mais aussi: de l’équatioi^a) du § I**, c’est-à-dire de la formule ' 

" •- A . . • I A, ..J.JÎJ — I (j — »i) 

0 . arc tang £f= -^—v — « »■ . ■ • ■ .' ■ . 


V 'V- '' ^9^ 



1. ■ :■ .:. Véut-on troiriçr, par exemple, Iks vifeurs finies df *, pour lescjuelles la 0* .e-.. - . , 

1^ ■•■..i-.-j fonction arc tang », sans deveiiir^ifinie, cesse d'être coinplcteineiit déter^y -. •■*>'*- 

^ ■'••■ ' -V minée, (ies valeurs ne pourront être que l'iHie de celles qni réduisent à une . ■'- . T-' ' 

^ quantité négative l'iin des binômes , .’j f-„ , 

" ,'. ^ ' 


s/ a* 

P 



''*• placés. sou/le signe I, dans le second membre de la formule .(a). Or cêue ^7 . ‘.‘M 

' 'A-' . ^leriijère condition ne pourra être évidemment remplie que-<lans le. cas 

L' -:^A- -■■ - . ■ - • v;-.-.^/ -•■» 

... ■•*..•- •- .. _r- • . • - ^ •..*■_ J 


• s, 


• 'à 



■ *■ ’ ; •’"( >96 )^ v’ ". r> '• . .;. *■ ‘ ■ 

sera rtkiuit à luie quantité algébrwjue stqjérieun?, abstrac 
ne, à limité,' c’est-à-dire dans le éas oùj’oii âurîi 


" f. r*C* I. • 

' ** " Hi* \ " ' 

D'ailleurs, eu lÜoptaiit la valeur précédente de z, 011 déduit iiiiiiiédiatehient 

l’i^liiatibii (3) de l’équation ( 9 ) jointe à la formide y, , 

* l(-r)=hCr)îtr:i. , ' ' . 

valéurS siuguliere&de la fonchlp arc t^ S étant cuiiiiues, on déduira 
attéinent de la formule ' ^ • ’ 

■. ■ ’ . : . I > 

. - i arc cQt ï =à»ec taiig - ; 

les valeurs siùgulières de ja f9iîction arc cot z. Parini -ces dermeres, bu 

devra remarquer celle qui »-poiu(k une valéhr singulière du rapport 
% * ^ ' 
ter. conséquent à due valeur nulle de z, et qqi est donnée par-la bumuré 


le double signe ±. devant être réduit au signe -t-, sija valeur zéro de s. est 
considérée , comme une «piSritité géoqjgtrique donr la Jysrtie ^ébriipie 
serait lyjfiitiv^^'et au signe —, dans le cas contraire. ' 

CberiKiii/inaintenant les valeurs singulières de la fonction arc sin z. OO. 
;lés d(!dnira^safl8 peine de l’équation ( 10 ) du précédent paragiapliev c’est-à- 


dire de la forirtnle 


•■<lans‘ ^quelle on 


Éii effet, il suit de la\ormiile (10), Jointe aux équalic 
■pour des valours finies vies variables . aS jr, la fonction 
généraieuient jj’iie valénr unique et finie, à moins que I < 


( »97 ) 

• \ joutons que, dans ce cas-là même, la valeur de arc sin z ne cessera pas 
d'être unique, et se réduira simplement à arc sin x, si l’on a simidta- 
nément 

X = o, x^<i. 

« 

Mais si l'on a, simultanément, 

. f- 

jr = 0, X* > l, 
les formules (i i), (ta) donneront 

u = \’x^, v=±\'x*~i, 

et, par suite, l’équation (lo) donnera 

(i3) arc sin j;= arc sin -t- i 1 ( ± y'x* -+ i)» 

le double signe ± devant être réduit au signe -h ou au signe — , suivant 
f|ue la valeur x de la variable z sera considérée comme la limite vers laquelle 
converge, pour des valeurs infiniment petites du nombre *, le premier ou* 
le second des deint binômes 

* ^ j: -t- ei, X — £i. 

On j>eut observer qu’en vertu de la formule identique 

(vX’ •+■ V*'*'* — i) — i) = I, 

on aura 

I 4- yx* — i) I (y3c» — v — i) — O, 

ou, ce qui revient au même, 

I — v'ar’ — l) — I (yx’ -H yjc’ — l), 

et (ju’en conséquence la formule ( 1 3) peut s’écrire comme il suit : , 

(■4) arc sinx =arc sin -e ± i I {y'x^ 4- y'x’ — i). 

V*’ 

J avais déjà remarqué, dans la onzième leçon de mon Calcul différentiel 
[page ia6], qu’en supposant 

x*>i, jr = o, 

on réduit, dans la valeur de î 

arc sin {x + jr y' — i) , 

Et, rt Je P*, malh., T. iV. (<0* IItt.) 38 


Digifized byCoogle 


( ) 

ta partie réelle â 

arc «Il - 4 = » 

V-r‘ * 

el le euefficient de v — ' à la quantité 

i: I [ Vx’ -(- — I J ) 

1 

qui, a cause du double signe, cesse d’être complètement déterminée, (iette 
circonstance m'avait alors engage à m'abslenir d'emplojrer la notation 
arc sin x, dans le cas où, x étant réel, on a x* > i . M. Bjoriing a eu raison 
de croire qu’il ne fallait pas se laisser arrêter par cette considéralion. En 
adoptant, sur ce point, l’opinion qu’il a émise, et qui d’ailleurs est conforme 
au principe rappelé en tête de ce paragraphe’, on obtient immédiatement 
une équation qui se réduit à la formule (i4)« quand on y pose y — i = i. 

Si, en supposant = o, on attribuait à x une valeur infinie, on tirerait 
lie la formule (i4)> pour x = oo , 

(15) arcsin ( »} = ^ ± 1 1 1 (ac), 
et pour X = — ao , 

(16) arc sin ( — ec ) = — ^±il(3o). 


Enfin, si, en supposant j distinct de zéro, on attribuait à chacune des 
variables x, j ou k une seule d’entre elles, une valeur infinie positive ou 
négative, alors dans la formule (lo) on aurait epeore l(«-t-v)= ±1»); 

mais le rapport ^ conserverait une valeur finie qui coïnciderait avec celle 


du rap[K)rt 


v'j’-t-r 




et dépendrait, en conséquence, du rapport son signe étant le même 
que le signe de x. 

Les valeurs singulières de la fonction arc sin z étant connues, on 
obtiendra celles de la fonction arc cos z a l’aide de la formule 


arc cos z = - — arc sin z, 

puis, celles de arc séc z et arc coséc z à l’aide des formules 
arc s(*c z = arc cos -, arc cos**c z = arc sin 

Z * 
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Sur /es divers arcs qui ont pour siruis ou cosinus, pour tangente 
nu cotangente, pour sécante ou cosécante une quantité génfnétriquc 
donnée. 


Soit s une quantité géométrique liée aux quantités algébriques x, y )>ai 
la formule 

î = .TH-^i. 

D’apres ce qui a été dit dans l’article précédent, à une valeur donnée de z 
correspondra généralement une valeur unique et finie Z de l’une quel- 
l'onque des fonctions de z représentées par les notations 

ai'csinz, arc eus z, arc taiig z, arccotz, arc séc Z, arccosécz; 

et, de plus, ces fonctions pourront être considérées comme inverses de 
celles que représentent les notations 

. sii^z, cos z, tangz, cotz, séc z, coséc z, 

en sorte que la valeur trouvée Z exprimera une racine de l’une des 
équations 

sin Z = z, cos Z = z, tang Z = z, cot Z = z, séc Z — z, coséc 7 = z. 

Mais, évidemment, chacune de ces dernières équations admettra, outre la 
racine Z, une infinité d’autres racines parmi lesquelles on devra ranger 
les divers termes de la progression arithmétique 

...Z — 4tti Z— an, Z, Z -1- an, Z -t- 4n,..., 

indéfiniment prolongée dans les deux sens. Nous nous proposons ici de 
recherrher toutes les racines de chacune des équations dont il s’agit. Eu 
d’autres termes, noits nous proposons de trouver tous les arcs qui ont pour 
sinus ou cosinus, pour tangente ou cotangente, pour sécante ou cosécante 

38 . , 
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une vaieiir donnée de z. On y parvient sans peine' en comniençanl, ainsi 
qn’nn va le faire, par la l'echerche des arcs dont le sinus s’évanouit. . 


$ I. — Sur les divtnrs racines des e</iiatwni sin ( = o, cm Ç = d. 


Kn dési^'iiant |>ar lu lettre n le rapport de la circonférence au diamètre, 
et par la lettre k une quantité entière, jmsitive, indle <m négative, on a 
généralement 

sin A n := O ; 

par conséquent l’équation 

(i) sin Ç = o 

a pour racine l’une quelcoiu|ue des valeurs de Ç, comprises dans la formule 
(a) _ Ç + An, ’ 

0 

c'est_-à-diir l’iin quelconque des divers termes de la ])rogression géomé- 
trique 

... — 3<r, — an, — n, o, n, an, 3n,..., 

indéfiniment prolongée dans les deux sens. ‘J’ajoute que ces divers termes- 
sont les seules valeurs algébriques ou même géométriques de Ç, qui soM-nt 
propres à vérifier l’équation (i). EfTectivement, comme on a 



l’équation (i) donnera 



ou, ce qui revient an même. 



iJcjtic, en vertu de l’équation (i), le produit aÇi devra se réduire à l’ini 
quelconque des logaritliraes népériens de l’unité. Mais on a vu (page a4q) 
que les divers logarithmes népériens de l’unité se réduisent aux diverses 
valeurs du produit 

aAni, 

A étant une quantité entière. Donc l’équation (i) donnera 

aÇi = a A Tri, 
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k Otant line quantiti^ entière; et, par suite, 

Ç = An. 

Si à l’équation (i) un substituait la suivante. 

(3) cos Ç = O, 

il suHlirait, pour i-ésoudre cette dernière, d’observer que l’on a généralement 

y 

cos ç = sin ( J - Ç ) = - sin (?-;)• 

lin conséquence, les diverses valeurs de Ç, propres à vérifier l’équation (i), 
seront encore celles qui vérifieront la formule 

’ -(4} • sin (ç ~l) - «- 

Or ces diverses valeurs de Ç seront données par la formule 

Ç - l'- 

de laquelle ou tire 

(5) Ç = Att -H -1 

k étant une quantité entière quelcouque. 


$ II. — Sur tes diverses raeines des équations sin i r= s, ros = z. 

Supposons maintenant que; zétant une quantité géométriquequelconque, 
l'on demande les diverses racines de l’équation 

(i) » . - sin — Z, 

L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de z re[)résentée par 
arc sin z, de sorte qu’en posant 

Z = arc sin z, 

on aura 

■ rr < 

un Z = z. 

Donc l’équation (i) pourra être présentée sous la forme 
V sitt & zzz sin Z, 
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nu, ce qui i"evient au meme, sous la forme 

sm Si — sin Z = O. 

lyailleiirs, en vertu de la seconde des formules ( 44 ) lu pa^e 278 , ou aura 

...» . Si-z S-4-Z 

sin S. — sm Z = a siii cos • 

3 2 


Donc réqiialioii ( 1 ) donnera 


S —Z 

sm cos 


a a 

et, pour la vérifier, il faudra supposer ou 

(a) sin f~^ =c 

3 

OU 

V I 9 

(3) 


cos ■ '■ — = o. 
a 


Mais, eu vertu des principes établis dans le § I“, les diverses valeure de t-, 
propres à vérifier les équations (a) et (3), seront données par les deux 
l'ormules 


i- — Z 




Z 


= kr. ■+■ 


a ' 2 

ou, ce qui revient au même, par les deux formules 
14 ) *•■ = Z a An, 

;5) i = (aA-4-i)n-Z, 

A étant une quantité entière quelconque. Donc les diverses racines <le 
l'équation ( 1 ) seront précisément les valeurs de fe fournies par les équa- 
tions (4) et (5), que l’on peut encore écrire comme il suit : 


(«) 

(7) 


t = aAn arc sin s, 
£=(aAir-t-i)jt*— arc sin z. 


Eu raisoimaut déjà même manière, et en ayant égard à la seconde «les 
formules ( 4 ^) I* page a“ 8 , on reconnaîtra que l’équatiou 

( 8 ) cos Si = s 

a pour racine, non -seulement la quantité g<*ométrique Z, d«'"lerinin«‘e par 
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Li furmuie 

Z = arc cos z, 

mais encore les diverses valeurs de S, propres à vérifier les deux équations 


(9) 

. & — Z 

SJTI = O, 

î» • 

a 

(lO) 

2b + Z 

sin — O, 


c’est-à-dire les diverses valeurs de ï. comprises dans les deux formules 
(n) ï, =aAtr-f-Z, 

(ta) 3é = a^7t— Z, 

ou, ce qui revient au même, dans les deux formules 

(13) i ï= aitjt -I- arc cos *. 

(14) , . 5& = aAjr — arc cos z, 

k étant une quantité entière quelconque. On arriverait aussi à la même 
conclusion en observant que pour résoudre l’équation (8) il suffit de 

résoudre l'équation (i), après y avoir écrit ^ — 3fc à la place de la lettre i. 

§ III. — Sur les diverses raeiites des équations tang &:= s, cot ï> = i. 

Supposons maintenant que, z étant une quantité géométrique quel- 
conque, l'on demande les diverses racines de l’équation 

(i) ^ tang t = Z. 

L’une de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée par 
arc tang z, de sorte qu’en posant 

Z = arc tang z, 

on aura , 

tang Z = z. 

y ■ 

Donc l’équation (i) pourra être présentée sous la forme 

=, 

‘ a* ■ ' • ' 
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ou, ve qui revient au nicme, sous la forme 

lang i — tang Z =o. 

Mais ou aura d’ailleurs ' 

. »in(S— Z) 

tane t — tang^Z = = — — i 

. ros «î cm Z cm i cm Z ^ 

par const^uenl ^ <1 

laiig ï; — lang Z = sin (i — Z) séc & séc Z. 

Donc- réquation (l) donnera 

sin (i — Z) SM % SCC Z = o, 

et, pour la vérifier, il faudra supposer ou 

(a) sin (S — Z) = O 

ou 

f3) séc£séc’Z = o. . 

Mais, en vertu des principes établis dans le § 1", les diverses valeuis*de ï>. 
proprc»s à vérifier l'équation (a), seront donnc-es par la formule 

S — Z = An, 


ou, ce cpii revient au même, par la formule 

Jo = Z 4- à t;, 

que l'on pourra encoi'e écrire comme il suit, 

f 4) = ffc tang Z -h An, * 

A étant une quantité entière quelconque. 

Quant à l'équation (3), elle ne pourra se vérifier cjne si l’on a 


(■’î) 

séc Z = O î 

ou 


(«) 

séc t- = O. 

Mais d'autre part, en vertu de la formule (lo) de l'avant-dernier article. 

on aura 


sec* Z = 

1 -4- tang’ Z = I + z’ 

et 


séc* S. = 

1 4- tang’ îfc = I 4- z’. 
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Donc l'('■qllation ( 5 ) ou (6) ne pourra se vérifier que dansée cas où l’on aura 

^ I -I- z‘ = O, 

ou, ce qui revient au meme, • 

z’ = — I , 

et, par suite, < 

■ ' •“ 

(7) . . l 

D'ailleurs, daiis''ce dernier^ii!), l'éqiialion (1), réiluite à la forme 

taiig £ = ± i, 

donnera _ 

\ A = - ' 1 • 

ou, ce qui revient au meme, • 

séc’ ife = O ; 

elle entraiuera*d6uc I4 formule (6), que l'on |Kuirra écrire comme il suit . 

(8) - cosi=-i.' ■ ^ 

Il y a'plus : comme on a ^ , ^ 

£i , _ — 

„ c -h e ^ 

, cos X> = 



-il 


.-ïi 


t-* 


r(H]ualiün (8) donnera 

( 9 ) 

et, comme à une valeur finie de l'exposant Ü i correspond toujours une 
valeur finie de cliacune des expouenticlle;> 

Si -tî * , 

• . P . ' 

il est clair qu'on ne pourra satisfaire à la formule (9} en *a|4;i^i^it à la 
quantité pi'-ométriqiie S une valeur fiiiiç. Donc, dans-le cas d aù fil s'agit, 
les diverses racines de l'équajtion (1) deviendfont infinies, y çqM^is ceHe 
que nous avons désignée par arc tang z. Cette couclti^u s'accorde avec 
les résultats obtenus dans le dernier paragraphe de Particle précédent. On 
doit meme remarquer que, dans le cas où l'on a z = ± i, la valeur de 
arc tang z, devenue tout à la fois indéfinie et iiidé|erminée, est une valein- 
sinpiliére,’ déterminée par la formule (4) ou (.î) deia pagc^ agS. 

En définitive, m on laisse ife côté le cas 011 l'on a z = db i, eu^^.s 
diverses racines de rérjuation (1) deviennent ii^finies, les valeurs de Ves 
diverses racines seront toutes fournies par l'équation (4). * 

El. d'An. ri dr l'H. malt.. T. IV. (46* lUr.) 39 
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Si l’équation (i) était remplacée par la suivante, 
(lo) cotï. = s, 

on pourrait' présenter cette dernière sous la forme 


(•■) 


tang ï> = r ; 


et de ce qui yipnt d’étre dit, l’on conclurait immédiatement que les divei-ses 
racines de l’équation (i «) sont, en général, les diverses valeure de ï> données 
par la formule 

^ = arc taug j -t- An, 

ou, ce qui revient au même, par la formule 
(la) } ■ 3E>'=arc cotz -t- An. -î 

Toutefois, cette fbrmule cesse d’être applicable dans le cas ou 1 on a 
2 — ± i, et où les diverses racines de réquatiou_(i i) deviennent infinies. 

§ IV. — Sur les diserses raeine's-des équations jée 3t t= », coséc Is ». 

.Après avoir obtenu, parla méthode exposée dans le § II, les diverses 
racines des équations ^ ^ 

sin S> = Z, cos I> = Z, 

on obtiendra sans peine les diverses racines des équations 

>>• . ' 

(a) 

en présentant ces dernières équations sous tes formes 


coséoX) = *, 

siée Xi = Z, 




.^nï> = -» cosIi=- 

•» 


On recoimiôtra ainsi que les diverses racines de l’équation (i) sont données 
par les deux formules, 

.. X> = aAff + arc coséc Z, 

(4) •. ■ X.z=^aA-Hi)jt’— arccosécz, 

et Ijjj^^dfvcrses racines de l’équation (a) par les deux formules 
'■ • . I, ï= a Ait + arc séc z, 

^6^ • = aAff — arc séc Z. 


•V »' 
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, S V- — lUsumé. 

Soit i une quanHté géométrique propre à vérifier, comme racine, l’iine 
des équations 

sinX>=z, cos5cp = z, tang!> = z, cotXi = z, séct=z, cosécÏ! = z; 

et numinons Z celle des valeurs de 56 qui se trouve représentée par l’une des 
notations 

arcsinz, arc cos z, arctangz, arc cot z, arc séc z, urccosécz. 

Les divèrses valeurs de S=, oti, en d’autres termes, "les diverses racines de 
l’équation 'prn|K>sée, seront en nombre infini et de deux espèces. Les unes 
seront toujoius données par la formule* • • • * 

(i) . . 56 = aArrr -4- Z, • . 

k d(‘siçnant'iuie quantité entière, positivé, noUe oii négative.: et,,.pour 
déduire de cclles>ci les autres recinés, il.auflSm généralement dK.remplÂber, 
dans le second, membre de là foruiule (i)^ la Z par ia quantité — Z, 

s’il s'agit de résoudre l’uiie dés^itallons'^T • T ' ' ^ 

(a) • » ■ ^ 


V* 


par la quantité — Z> s’il s’agit dé résoudre l’une de^équatloiis 
(3) , . 8tn 56 = z, coséct> = a; 

H, par la <pianti(é ff -^»Z, s’il' s'agit de vérifier Tune'des ^tiàlion'i!)^ 

^ • ' ■' * W*. 1 « . -il.'-’*. 

. -I ■' lang56ï=f*, cot56=:z. : * ^ , 

— , V» ■ * ' ^ 'J- V 


enfi 

(4) 

Cela pos('', les racioes,cberpbées, ou, ep d'autres ieruies^Jes%iiverseè'ral«^r> 
de 56 seront Iburnies, dans le premier Cas, par la formule 

(5) " , .ï,=a*q + Z, *■ y ^,r*; ■ 

dans le second cas, par la formule 

(6) Si = (s* + .i)tr±(^-z). 

et, dans le troisième cas, par la formule 

(7) ’ 56 = l'Ti + Z,’ 

la quantité k étant ici substituée à l’une des quantités entières al, a 1 + | . 
AJouluiis que,*daiis le cas particulier où l’oii a z = i, les diverses racines 
deviennent infinies, ce qui rend illusoire 1 a formule ( 7 ). 


39., 
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Sur les fonctions des quantités géométriques. 


en adoptant les pmu^iics établis dJ^Jes ai'fftfe précAlènts, on 
snljsùtiié.-^tix.e.fp/ew/oiu brumaires les 'quântités .up'n&nques , varia- 
h^s' iuiiqgùwifkcs.^ ^nt aulp$ chose que d«b OftanuTfi gçopfétiltfues'vana- 
bles. ftcîSk à savoiv^nunéiU'^lf^^t dimbtns \i^'oneûqt^ ck^ariables 
imaginaires. Cetté^dérniére qiie^ioij a* ^uventVmbart-âs^ les* gSîmetres ; 
niais togte di^ciilté (Üsparait^Jorsqu'en se laissant guider par l’analogie, 
on é^çnd :uikfotitipns<([|jt{s»anH^ génin^tPHÏties les dêriuitionscgcWrale- 
nielît ajjoii^Aas^pnnr IP^liâ^lîÔ&sj^ qi^)^ arrive ainsi 

à et' néamBtiins in>s-iegi- 

‘ ^ ^ X*. . • 1' . ' 


Jde mots.^ 
B^n d'antres tl 


tunes , qne/|*W^qQ«tàî 
Deux vi 
(]ues ;.^arial}1 

s-inudfanéinêilt, dé «flfe’llfflé'quipa 
l'autre. Si les deux variables a*iiil c«'iiM’i'.s^||^|^1jfeéijÿer les atiseisses dç deux 

po' " ’ ■ ^ .. . 

ces,] 

r le module, el*;p'r«|^ 
rayon vécleur mené, i 
|ioint mobile A^et 
polîfife OX. Soieqëi^jl 
mesurées â partir dé 1^'i^ 
iliriilaire OY. Noii-seiiUiiient^ 


t;s, (^éx ^^ntiti^'s algébri* 
t’i 4 ^i|^!|€(VtiHtre,‘‘-qi^nd- elles varient^ 
lé'qu30a vali^'-dè^’urm déleriifine la Vêjéur'de 
iisi’i's^||^|pi|tec;;ÿe4' les abseisses dy deux 
.n^é d^jg^ç, «le 


reiwejepw i W^;/in 

( pagé:ai(/:)|- tf^mons 

|aiitit<' gi'-onÿétrRpie 

s'agit, d'une ori^ie lise Ô au 

6>uar "ce éavon vecteur avec un axe- 
'■J . *' * , * • 

inées reclOTgûlaires lili poiht A, 

I polaire OV, 'et sur imaxe perjien- 


X = r cos p, jr-= rs\u P , 


et .• : 

(0 

mais, de plus, en posant 
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on (roiivera (page ai6) , • 

(a) 3 = x-+-^i. 

PareHIeraent, si l’on nomme 
Z raflixêd’un poiiimfobile B; 

R, Pi le' moifiile et l’argument de Z, on, ce qui revient au même, les 
coordonnées |>oUiires du point B ; ‘ t * 

X, y les coordonnées rectangulaires du même point, on aura non-seu- 
lement • 


(3) 


Z — Rp , 


mais.'encore 


(4) -' zt-v-t-ri. 

Cela |»sé, si, comiue on doit naturcllemeitt It; lane, on étend aijx fonctions 
de quantités géométriljues variables lt« définitions généralement adopt»^ 
poilk les fonctions de quantités algébriques, Z devra être censé Jonction de z, 
la valeur de z déterminera la valeur de Z. Or, il -suffira pour cela 
què" A" et soient des Jbnttions «léterminées de x et j-. Alors aussi la 
position du- poiilt mobile A' "déterminera toujours la |H)sitiuu du point 

mobile B. T • • • •; 

Les propriétés que possède pnp fonctiofi peuvejil élite de »leu» especes 
dilTérentes. En effet, oes pr*j}riétés peuvent sulisister pour des valeurs quét- 
conques de la variable dont culte fonctios dépend. Mais il peut arriver 
aussi que certaiiiM^roiiriétés subsistent seulement pour certaines valeurs de 
la’ variable, par exemple s’il ^agit d’une valable séelle x, pour le» valeurs 
de X comprises entre deux limitès..dônifées â. A, et, s’il s'agit d'uue varia- 
ble iiii M^ ice *, pour touTes les yaleunj’ de s propres à. représenter les 

aftixes ^hroints reiiferm^ dans line «értttiue aire plane S que limite un 
J • - ' 

cerlaui cShtour. ^ - 

, Les propriétés des fonctions étant géiiéi aien^tl exprimées par des équa- 
tions' ou par des fqrinules, il Suit de ce qu’on vient 4e dire qjtf cert^ies 
équations ou formules subsistent seulement entré certaines" limites. C.ette 
conclusion s’accorde avec une remarque sur- laquelle j’ai insisté dans mon 
Anal^^alg^riquc (lntrodnctiau,,j>iÿe iij), savorr, cpie l/t plu/mit des 
Jormules algébriques subsistent uniqueMent sotss ceriffines condif^ns et pour 
certaines valeurs des 'quantités qu’éXles -teijeiineut , par exemple, 
z = rf, étard^çne quaBtft^^ométriqiie variable, ou, en d'anfres termeS, une 


•- 

W 
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variable imaginaire, l’^iiation 


( 5 ) 


• = I -4- Z + Z' -t- . 


ne sera généralement vraie que pour un module r de.z inférieur à l'unité, 
c’est-à-dire pour des valeurs de z propres à représenter les aifixes de points 
situés'à l’intérieur du cercle qui a l’origine pour centre et l’unité pour 
rayon. .Si l’on supposait précisément r = i, la série 

. I, 2. 2%--m 


dont la somme constitue le second membre ale la formule (5), serait diver- 
gente, à moins toutflois que Ton n’eiit z = i. D’ailleurs, dans ce dernier 
cas, les deux iltembres de la formule (5) devront être évidemment rem- 
placés par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis que z s’appro- 
che indéfiniment de l’unité, et il est clair que ccs'limites se réduiront pour 
le'premier membre à l'infini positif ou négatif, ou même imaginaire j.et pour 
le second membre à l’infini positif seulement. 

Dans ce qui précède, nous nous sommes borné à considérer des fonctions 
d’une seule variable. Mais il est évident qu’une fonction peut dépendre de 
plusieurs variables, chacune de ces variables étant, bu une quantité algé- 
brique, ou une quantité géométrique, .\joutons qu’une telle fonction peut 
offinr des propriété» qui subsistent, ou pour toutes les valeurs, ou seu- 
lèment pour certaines valeurs des diverses variables qu’elle renferme. 

Obsci"vons encore qu’voé ionction d’une ou de plusieurs variables 'peut 
être ou explicite ou laiphcite-; . : a 

■ Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent im- 
médiatement exprimées au moyen de ces variables, elles sont^nommées 
jcmctkms explicites, MaitK)orequ‘M.donDe seulement les relations entre les 
fonctions c-t les variables', In équations auxquelles ces quantités 

doivent satisfaire^.tant que ceai^iu^ns lie sont pas résolues, les fonctions, 
n’étant pas i inniédiatemctit «xprin ieé s ati moyeï» des variables, sont appelées 
fonctions implicites . Vont les rendre explicites, il siiflit de résoudreX lorsque 
cela SC peut, les équations qui les déterminent. 

Souvent le résultat d’une opération effectuée sur une quantité pe^ avoir 
plusieurs valeurs différentes les uniKjdes autres. lorsqu’on veuflnésigner 
indistinctement une qneloonquc db ces valeurs, ^on peut, comme nous 
l’avons fait dans \' Aÿalj^se atÿéhrique, recourir à des notations dans les- 
quelles la quantité soit entourée de doubles traits, ou de doiiblcs paren- 
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théf^es, en réservant la notation usuelle pour la valeur la plus simple, ou 
pour celle qui paraît Itériter davantage d’être remarquée. Ces conventions 
étant admises, une fonction explicite, représentée par l’une des notations 
usuelles, offrira généralement, pour chaque valeur de la variable dont elle 
dépend , une valeur unique qui pourra toutefois devenir multiple dans 
cenaiiis cas particuliers. Ainsi, par exemple, chacune des foneïtions 

i + z-4-*’, (i -I- z)*, c*, sin Z, cos z, etc., 

offrira généralement, pour chaque valeur de la variable z, une valeur 
unique et finie; et l'on pourra eheore en dire autant des fonctions 

-• l'(z), arctangz, ^rccotz, arcsipz, etc. 

* 

Toutefois, ces dernières fonctions offriront , pour certaines valeurs particu- 
lières de z,* des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie de positive, ‘ 

ou négative, ou même imagiiiajre, correspondante à une valeur nulle de z. 
Telle sera encore la valeur .«ngu/iérè de arc cot z, correspondante à z = o, 
et donni« par la formule^ 


arc cot z = ± - 1 
a 


dans laquelle le double signe doit être réduit au^igne + ou au signe — , 
suivant que la partie algébrique de la variable imaginaire z passe par dei 
valeurs positives ou négatives avant d’atteindre la limite 'zéro (page ai fi'. 
Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des valeurs iiuilti- 
ples correspondantes, non-seulement à des valeurs particulières, mais 
encore à des valeurs quelconques des variables. Ainsi, par exemple, la 
fonction Z de z, déterminée par l’éqiiation 

• 

( 6 ) Z’+z>'=i, 


admet deux valeurs distinctes, savoir: 


(7) Z = {,_z*V. et . 

9 

Il arrive souvent que les diverses valeurs d’une fonction implicite sont en 
nombre bifini. On peut citer comme exemple la fonction Z déterminée par 
l’équation ■* 

(8) cosZâz, 
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de laquelle on tire (page 3o3) . ’ • ’ 

(fj) "Z = aAn-:t arc cos î, •' 

k étant une quantité entière quelconque. ‘ • 

Nous désignerons sous le nom de tjpe mie expression analytique propre 
à représenter généralement, ou la valeur unique d’une fonction explicite, 
ou l'une des valeurs diverses d’une fonction implicitç. Cette définition étant 
admise, la fonction Z, déterminée par l’équation (6), admettra deux types 
distincts^ que présentent les formules (7); et la fonotion Z, déterminée 
par l’équation (8), offrira une infinité tic types, tous compris dans la 
formule (9). ^ 

Les intégrales défiifles prises entre dA linytes variables, et celles qui ren- 
ferment des paramétres variables, doivent être rangées au nombre des 
fonctions explicites. Trcs-souvent, les valeurs de ces intégrales stAit détermi- 
nées par des formules qui subsistent uniquement sous certaines conditions. 
Ainsi, par exemple, x étant une variable rwlle, l’équation 


(10) 


Jo •• » 


subsiste uniquement pour des valeurs positives de x, et doit être remplacée, 
quand x est négatif, pa^a formule 


(M) 


r «PÜLf)rfa = -î-, 

Jo • . “ ’ 

tandis que la moyenne ^arithmétique entre les deux quantités — 
c’est-à-dire zéro, est précisément la valeur de l’intégrale 

correspondante à une valeur nulle de x. .\insi encore, z étant une quantité 
géométrique, variable, ou, en d’autres teripes, une variable imaginaire, 
liée aux variables réelles x,j parréquation {i), la formule 



/: 


e • da — 


subsiste uniquement pour des valeurs^^sitives de la partie réelle x de la 


' -.i. 
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variable z. Enfin, si l'on nomme r le module et p rar»uinenl de z, en sorte 
qu’on ait z = r^, la formule 



subsistera uniquement pour un module r de z inférieur à ruiiité, c'est-à- 
dire pour toute valeur de z propre à représenter l’affixe d’un jKjint situé 
dans l’intérieur du cercle qui a l’nnité pour rayon. On aura pour r= i, 
c’est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un point situé sur la 
circonférence du cercle dont il s’agit, 



= .t. 


et pour r > I, c’est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un point 
situé hors du même cercle , 





Er Jt.in. « df Ph. miffA., T. IV. (40* 
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Sur les fonctions continues de quantités algébriques 
ou géométriques . 


§ 1. — Considérations générales. 

Parmi les caractères que les fonctions peuvent offrir, l’un de ceux qui, 
en raison de leur importance, méritent iine attention sérieuse, est bien cer- 
tainement la continuité, telle que je l’ai définie dans mon jénaljrse algé- 
brique. A la vérité, la définition des fonctions continues, donnée dans cet 
ouvrage, et générafement adoptée aujourd'hui par les géomètres, s’y trou- 
vait spécialement appliquée^aux -fonctions réelles ou 'imaginaires des va- 
riables réelles, c’est-à-dire des quantités algébriques variables. Mais rien 
n’ empêche d’étendre la ijléme définition au cas oii les variables sont des 
quantités géométriques, comme je l’expliquerai tout à l’heure. 


§ II. — Sur les fonctions continues de quantités algébriques. 


Commençons ’ par rappeler les principes établis en i8ai dans mon 
Analyse algébrique, et reproduits en i8ag dans mes Leçons sur le Calcul 
différentiel : 

a On dit qu’une quantité (algébrique) variable devient infiniment petite, 
» lorsque sa valeur numérique décroît indéfiniment, de manière à coti- 
B vergée .Vfafcja limite zéro. (Analyse algébrique, page a6.) 

» UneflHtntité infiniment petite se nomme encore un infiniment petit. 
P (Prélurmaires du Calcul différentiel, page 4-) 

> I.«8 notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des fonctions 
P doivent être placées parmi les objets qui se rattachent à la considération 
P des infiniment petits. (Analjse algébrique, page 34’). 

» Soit f (x) une fonction (réelle) de la variable (réelle) x, et supposons 
PJÊ0, |lbur chaque valeur de x intermédiaire entre desx limites données, 
fonctioh admette constamment une valeur unique et finie. Si , en 
B partant d’une val'ear de’ar comprise entre ces limites, on attribue à la 
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» variable x un accroisiement inbninent petit a, la fonction elle-ménip 
» recevra pour arcroisseinent la différence 

/-{jT 4- a)-/{x), 

< qui dépendra en mêine temps de la nouvelle variable a et de lu valeur 
U de X. Cela posé, la fonction /{x) sera, entre les deux limite* assignées 
O à la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour chaque 
s valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la 
B différence 

/(x-ha)- f{x) 

B décroît indérmiment avec celle de ot. En d’autres termes, la Jonction 
B f{x) restera continue par rapport à x entre les limites données, si, 
» entre ces limites , un accroissement injiniment petit de ta variable produit 
B toujours un accroissement infiniment petit de la Jonction elle-/néme. 
» {/énalj-se algébrique , pages 34 et 35.) 

B On dit encore que la fonction J{x) est, dans le voisinage d’une valeur 
» particulière, attribuée à la variable x , Jonction continue de cette va- 
» riablc, tontes les fois qu’elle est continue entre deux limites de a:, même 
B très-rapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit. {Analyse 
B algébrique , page 35.) 

B Enfin , lorsqu’une fonction cesse d’étre continue dans le voisinage 
" d’une valeur particulière de la variable x, on dit qu’elle est alors discou- 
rt tinue , et qu’il y a , pour cette valeur particulière , solution de continuité. 
» {Analyse algébrique , page 35.) b 

I.,es définitions précédentes sont reproduites en termes équivalents, ou 
même identiques, dans les Préliminaires de mon Calcul différentiel 
(page 6). 

Ces définitions étant admises , il sera facile de reconnaître , non-seulement 
si une fonction explicite ot réelle de la variable réelle x est ou n’est pas 
continue entre deux limites données, mais encore entre quelles limites une 
telle fonction reste continue. ’ 

« Ainsi, par exemple, la fonction sin jr, admettant pour chaque valeur 
B particulière de la variable x une valeur unique et finie, sera continue 
B entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur 

B numérique de sin^, et, par suite, celle de la différence 


sin {x -I- a) 


— sin X = a sin - cos 
2 



4o.. 
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» décroissent iiuléfitiiment avec ceMe de a, quelle que soit d’ailleurs la 
■> valeur finie qn'on attribue à x. {^Analyse algëbriqite , page 35.) 

s Si (en désignant par a une constante réelle, par A un nonibre eon- 
» stant, et par Lar le logarithme réel de x pris dans le système dont la base 
y est //y, on envisage, sous le rapport de la continuité, les fonctions 
• simples ‘ 

a -h X, a — X, ax, y x“, A^, Lx, 

sinx, cosx, arcsinx, arc cos x, 

y on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
y Kmites finies de la variable x , toutes les fois qu'étant constamment réelle 
» entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l’intervalle. 
» [Analyse algébrique , pages 33 et 36.) 

a Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 
U d’une valeur finie attribuée à la variable x, si cette valeur se trouve 
» coipprise, pour les fonctions 

a + X \ 
rt — X I 

I . . 

) entre les limites x = — eo , x = oc ; 

sin X I 
•• cos X / 

» pour la fonction 

a j I® entre les limites x = — œ , x = o, 

) a® entre les limites x = o, x = =o ; 


y pour les fonctions 


X® 

L(x) 


-(x) 

» enfin pour les fonctions 


entre les limites 


arc sin x 
arc cosx 


entre les limites 


X = — I, X = I. 


.,1 {Analyse algébrique , page 36.) 

K II est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose 

a = ± m 
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» (m désignant un nombre entier), la fon4;tion simple est toujours 
» continue dans le voisinage d’une valeur finie de la variable .r, à moins 
» que cette valeur ne soit nulle, a étant égal à — m. {Analyse nl^thruiu,- , 
» page 37 . ) » » 

Lorsqu’une fonction devient infinie pour une valeur finie de la variable, 
im accroissement infiniment petit attribué à cette valeur cesse évidemment 
de produire un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même, 
et, par suite, il y a solution de continuité. Ainsi, par exemple, cbacime 
des fonctions . 

» 

- et 

X e * t 

(m étant un nombre entier), devient discontinue en devenant infinie pour 


Cela posé, |K>ur qu’une fonction de la variable réelle jc reste continue 
•lans le voisinage, d’une valeur donnée de x, il est nécessaire qu’à cette 
valeur de x corresponde tine valeur Jinie de la fonction. Mais est-il pareil- 
lemetit nécessaire que, pour la valeur donnée de x et jmur chacune ries 
valeurs voisines, la fonction acquière une valeur «/jù/kc représeTiti'*e par un 
seul type (x) ? A la rigueur, cette question pourrait titre résolue négati- 
vemrint; et, dans le cas où il s’agit d’une fonction implicite qui offre diverses 
valeurs représentées par divers types , ou , en d’autres termes , d’une fonc- 
tion liée à In variable x par une r-quation qui admet plusieurs racines, on 
pourrait dire que cettè fonction implicite est continue enlie des limites 
données de x, lorsque entre ces limites, un accroissement infiniment petit 
attribué à X produit toujours un accroissement infiniment |>etit<!erun quel- 
conque des types. Mais il est plus simple de considérer chacun de ces types 
comme une fonction déterminée dex; et pour énoncer clairement l’bypo- 
ihèse admise, il suffit de dire que chacune des valeurs de la fonction impli- 
cite est une fonction explicite de Xf qui reste continue entre les limites 
assignées à cette variable. 

Ainsi, par exemple, si l’on nomme y une fonction implicite de x, déter- 
minée par l’équation 
(I) 

les deux valeurs qii’a'dmettra cette fonction implicite , pour qne v.ileur réelle 
de X, comprise entre les limites 


•I» 
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seronl deux fonctions explicites représentées par les deux types 
VI— — VI — *•’> 

ei dont chacune restera continue entre les limites ’donuées. 

Ainsi encore, si l’on nomme ^ une fonction implicite de jr délermiiiTO 
par l'équation 

(•■*) tangj = a:, 

les valeurs qu’admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle dex, 
seront les fonctions explicites repréi^ntées par les divers termes de la pro- 
gression arithmétique 

. . . — an -t- arctengx, — rr + arc tang x , arctangx, , 

• ir + arctangx, an -f- arc tangx, . . . , 

l't chacune de ces fonctions explicites restera continue entre des limites 
quelconques de la variable, par conséquent entre les limites 

^ x = — ao,x=ao. 

Il n'est pas sans intérêt de rapprocher l'une de l'autre les notions de 
continuité dans les fonctions et de continuité dans les courbas. C’est ce que 
nous allons essayer de faire en jieii de mots. 

Concevons que, dans iin plan donné, on construise une courbe dont les 
coordonnées rectilignes, rapportées à des axes rectangulaires ou obliques, 
soient la variable réelle x et une fonction réelle y de cette variable. .Si 
l’ordonnée j', considérée comme fonction de l’abscisse .r, est explicite et 
continue entre deux limites données 

. • ■ X = X,, *x = X., > . y. 

la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront pour 
abscisses x,, x\. Il y a plus; elle offrira entre ces deux points une seule 
branche coti'espondante à la valeur unique de la fonction jr. Si, au con- 
traire, la fonclfon J' demeurant explicite, devient discontinue entre les limites 
données, pour certaines valeurs particulières X, , x,,.-.. de l’abscisse x, 
la courbi- deviendra elle-même discontinue et se di»copiposera en diverses 
branches que limiteront des ordonnées correspoudantés à ces valeurs pan- 
ticiilières de x. Enfin, si l’ordonnée j-, considérée comme fonction de x, 
est implicite et déterminée par une équation qui admette plusieurs racines. 
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clMcune de ce* racines, quand l’équation sera résolue, deviendra une loue- 
don ei^plicite, continue on discontinue, à Iflqitelle répondra ou une seule 
branche dp- courbe, ou le système de plusieurs branches que limiteront le.s 
ordonnées correspondantes aux solutions de continuité. Donc alors des 
branche* distinctes pourront répondre, non-sedlement à des valeurs 
diverses, mais encore à une valeur unique de l’abscisse x. D’ailleurs , dan> 
le cas où, entre dsifii limites données de x, chaque valeur de la fonctkm 
implicite j- est une fonction continue de x, et représente en conséquence 
une seule branche de courbe, il peut arriver que les -diverses branche> 
correspondantes aux diverses yahurs de se joignent par ls||gp extrémi- 
tés, de manière à former une courbe continue. C’est ce qui aura lieu , par 
exemple, si l’ordonnée y est déterminée par l’équation (i). Alors, en effet, 
les deux valeurs de j, üavoia. 


-4r ^ 

rasterdnt, comme on l’a dit, fonctioi^içmitiitues de x entre les limites 

JC = i— I, * = I, ^ 

et les deux branches de courbe correspondantes à ces deux valeurs seront 
deux demi-circonférences de cercle qui se joindront par leurs extrémités, 
de manière à reproduire la circonférence entière. C’est ce qui aura lieu 
encore si l’ordonnée est déterminée par l’équation 


(3) 


sinj = x; 


car la courbe continue que représente l'équation (3) peut être coiisidéiée 
comme composée de plusieurs J>i|gnches qni se joignent par leurs extré- 
mités, chaque branche ayant pour ordonnée, enMt les limites 

JC = — I , x% I ^ 

'V 

l’une des valeurs da y comprises dans les deux progressions 

. . . — 4tt-t- arcsinjc, — an -H arc sinjc, arcsinjc, an -t- arc sinx, 

4 n -+- arc sin • t 

...,— 3n — arcsin X, — n — arcsinx, n— arc sin x, 3 r.— arc smx,.... 

* V 

Comme on vient de le remarquer, qua^d on exprime , en fonction de 
l’ahscisse X, l’ordonnée J' d’une ^urbe continue, cette ordonnée admet • 
souvent diverses valeura représentMjiar divei^ fonctions explicites de x. 
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Mais alors on peut aussi représenter chacune des coordonnées x, j par une 
fonction toujours continue d'tine autre variable s. Il suftit pour cda que 
la lettre s désigne ou l’arc de la courbe continue, mesuré dans un sens 
déterminé à partir d’iine origine fixe , ou une quantité qui croisse constam- 
ment avec cet arc. Ainai, par exemple, si l’on nomme r im arc mesuré sur 
la circonférence de cercle que représente l’équation (i), à partir du point où 
celte circonférence conpe l’axe des x, et dirigé dans’ le premier instant, 
du côté des ordonnées positives, les coordonnées x, ^ de cette même cir- 
conférence iKJurront être représentées par des fonctions de l’arc toujours 
continues , et liées à cet arc par les équations 

X = C08S, j'rrsin^. 

Quand la courbe que l’on considère est, aomnrfe dans le cas' précédent, 
une courbe fermée et rentrante sur elle-même, les coordonnées x,j, 
exprimées en fonction de l’arc s , sont évidemment des fonctions pério- 
diques qui reprennent les mêmes 'valeurs au moment où l’extrémité de 
l’arc s, après avoir parcouru le périmètre entier de la courbe, retrouve la 
position qu’elle occupait d’abord. 

§ ni. — Sur les fonctions continues de quantités géométriques» 

% , 
Désignons par la lettre s une variable imaginaire, ou, en d’autres ter- 
mes, une quantité géométrique variable dont r soit le module, et p l’argu- 
ment. Posons d’ailleurs 

x = rco&p, jr = ninp. 

La variable 

(i) 2 = r,= x-+-7i 

sera propre à représenter l’affixc d’un point mobile A, qui aura pour coor- 
données polaires les variables réelles p, r, et pour coordonnées rectan- 
gulaires les variables réelles x, jr. 

Soient maintenant 

(a) Z=R^=X+n 

une autre variable imaginaire, ou , en d’autres termes , une autre quantité 
géométrique variable, propre à représenter l’affixe d’un autre point mobile 
U qui a pouf coordonnées |>olaires les variables réelles P, R, et pour coor- 
données rectangulaires les variables réelles X, K. t jomme on l’a dit, dans le 
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précédent article, Z sera fonction de z, si le mouvement du pojnt A entraîne 
le mouvement du point B , ou , ce qui revient au même , si les variables 
réelles A', V sont fonctions des variables réelles x,jr. D’ailleurs, certaines 
propriét«>s de Z considérée comme fonction de z pourront snbsister uni- 
quement pour Certaines valeurs de z comprises entre certaines limites , par 
exemple pour les valeurs de z^ropres’à représenter les afïixes de points 
renfennés dans une certaine aire S. Ajoutons que les lignes droite ou 
courbes qui liii)jteront l’aire S seront entièrement aribilraires. On'pouri^, 
pour fixer les idées, supposer l’aire S limitée extériellrement par uh Oertaîii 
coOtourPQR composé de ligneà droites ou couebrs; et l’on poiirén aussi la 
supposer comprise entré deux contours de cette espèce KLM, PQR, qui lf>i 
serviraient de limite intérièurc èt extérieure 

Considérons maintenant d’une manière spéciale, parmi les propinétéa que 
les fonctions peuvent oITriff celle qui fait le sqjet principal de cet article , et 
que ^’on nomme la continuité. Pour les fonctions des variables imaginaires, 
Cdinme pour les fonctiona des variables réelles, ceitt propriété se,ratta|^<' 
à la cp^dération des infiniment petits. Rntronsi cet égard dans quelqu^ 
détails. , . ^ 

Une variable imaginaire est appelée infiniment petite, lorsrju’elle con- 
verge vers la limite zéro [Analyse algébrique , page a5p).'.Cela jposé, pour 
que la variable imaginaire , . , • 

. z = M + y\ , 

soit infiniment petite, il siiffira évidemment que les variables réelles x, y 
soient infiniment petites, et, par suite, il suffira que le moihile 


r=vx’+7* - , . 

- * • 

soit infhiiinent petit. Réciproquement , si le modifie r est infiniment petit, 
ldi variables x,y séront ejles-mèmes infiniment petites, cl, par suite, on 
potlrra en dire autant de la variable imaginaire . 

Soit maintenant * 

4 ' . I =f[à) 

une'(onction de la ^variable imaginaire m ^1 supposons que, pour chaqiie 
valeur de z propre f représenter l’affixe d’un point renfennédans l’aire S, 
cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d’une telle valeur de z, on attriboe à la j^'ai^bl^z un accroisseii^nt 
infiniment petit Ç, la fonction elle-même reccvr.ï'potu' accroissement ladif- 

|fr. a-.li,. M A'P». nuii.,’T. IV. (4U* ii,r.; ,, ■','‘,,.'*•‘'•■.4' 
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/(* + ç)-y(*). 

qui dépendra en même temps de la nouvelle variable Ç et de la valeur de 
ï. Cela posé, la fonction j \z) sera entre les limites assignées à la variable 
'2', c’eSt-à-<lire , pour toutes les valeurs de z renfermées^dans l’aire S, fonc- 
tion continue de 2, si pour, chacune d&ces valeurs, le module de la diffé- 
rence ' • 

tievient infiniment petit aVec le module de Ç. En d’autres fermes, la Jonc- 
tion.f{z) 'de la variable imaginaire z restera continue par rapport à cette 
variable entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement inji- 
niment petit de la variable z produit toujours un accroissement infiniment 
petit de la fonction elle-mâme. * , ^ 

De plus, étant donnée une valeur particulière de z propre à représenter 
l’affixe d’un point déterminé A , la fonction J {z) sera dite fonction conti- 
nue de la variahU’ imaginaire z, flans le voisinage de la valeur particulière 
attribuée àz, si elle est continue pour toutes les valeurs de z propres à re- 
présenter les affixes de points situés dans l’intérieur d’une aire même tresi ' 
petite qui renferme le point A. , ' ’ 

Enfin, lorsqu'iioe fonction f{z) de la variable imaginaire 2' cessera d’être 
continue dans le voisinage d’une valeur particulière dez, on dira que, pour 
cette valeur, elle est discontinue , et offre une solution de continuité. 

Ces définitions étant admises, considérons d’abord une foncüon>.explicite 
de la variable z, cette fonction étant exprimée à l’aide des notations, 
usuelles. Comme je l’ai remarqué dans le précédent article, celte fonction 
explicite offrira généralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur 
unique complètement déterminée, et dès lors il sera facile de reconnaître, 
non-seulement si elle est ou n’est pas continue entre des limites données, 
mais encore entre quelles limites «lie reste continue. * • 

Ainsi, par exemple, la fonction * 


sin 2 = 


qui admet pour chaque valeur partfçulière de z une valeur unique et finie, 
sera continue entre deux limites ^elconques de la v||rltible's, attendu que 
le module de *.»*,• 


jt- 


sin - = 


-t> — (i 

> -a ^ 
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et , par suite , le module de la différence 
* . * 

sin(z-i-Ç) — sin 2 = asin I cos + J 1 1 

t ' • 

décroissent inttrajUment avec le module de Ç , quelle que soit d’ailleurs la 
valeur 6bie Mjlron attribue à z. « , 

Si, en dé^nni par c une constante réelle ou imaginaire, et par un 
nombre oonslant^ on envisage, sous le rapport de la continuité les six 
fonctions simples 

• c-HZ, c — M\> c%f, , sinz, cosz, 

^ • • ' 

on reconnaîtra que chacTule d’elles reste continue par rapport à z entre des 
limites quelconques. Ou pourra encore en dire autant de toute fonction 
entière de la variable z. 

Ali contraire, une fonction rationnée, mais non entière, des deviendra 
discontinue pour les valeur» de z qui la rendront infinie. Ainsi, par exemple, 
la fonction ^ 


deviendra discontinue, en, devenant infime, pour z=o; mais elle sera 
continue dans le voisinage de^toutc valeur finie de z distincte de zéro. 

Le nombre des valeurs de Zÿ pour les^ielles une fonction y(z) devient 
discontinue en devenant infinie, peut être ou fini ou inéiq^ infini. Ce 
nombre est toujours fini, lorsque y (z) se réduit à une fonction rationnelle 
ite's. U deviendrait infini si /(z) était une fonction rationnelle de sinz et 
‘cosz. Ainsi, par exemple, la>fouction 


tang z — . 




' 

devient discontinue'', en devenant infinie , pour toutes les valeurs de z com- 
prises dans la progression arithmétique 


ir ♦ 


par conséquent, pour une infinité de valeurs de z, propres à représenter les 
affixes de points équidistants, séparés les unes des autres , et si||iés sur 
l’axe polaire. ' ^ • 

11 arrive souvent qu’une fonction explicite Z de la variable imaginaire z 
devient discontinue ] même sans ces.ser d’être finie , pour une infinité de va- 
• ' 4i- 
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leurs (lez propres à représenter les aflîxes de tous les points situés sur cer- 
taines lignes, ou certaines portions de lignes droites ou courbes, que nous 
appellerons //gnef (/’amét. 

Ainsi, par exemple, si l’on envisage, sous le rapport de la continuité, les 
deux fonctions ■ * - . • . ^ 

• *' . ’ 2 ‘, Iz, 

là lettre caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien, on reconnaî- 
tra que ces deux fonctions deviennent discontinues, toutes les fois que les 
variables réelles a:, j-, liées à la variable imaginaire z par l’équation 

z = x+yi, , * 

vérifient les conditions * 


(3) *JC=0U<0,_7 = 0. 

. • 

Donc alors, il existe une seule ligne d’arrêt, squi n’est autre que l’axe 
|K>laire , indéfiniment prolongée , à partir de l’origine du côté des abscisses 
négatives. - . . < . ' 

Ainsi encore; si l’on envisage, sous le rapport de la continuité, la fonc- 
tion 


arc tang z = 


l (i-t-«i) — 1(i— si) 
ai ’ 


on reconnaîtra qu’elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la 

variable imaginaire z = ar -^-^i , les variables ar , y vérifient les conditions 

• » 

(4) ' ^ ar=o, 7*= ou > I. 

Donc alors , il existe deux lignes d’arrêt qui se réduisent à deux parties 
distinctes de l’axe des ordonnées, indéfiniment prolongé, dans le sens des 
ordutimées positives, à partir du point dont l'ordonnée est i , et dans le sens 
(les ordonnées négatives, à partir du point dont l’-ordon née est — i. 

Les extrémités des lignes d’arrêt seront nomméis points (Tarrét: tels 
sont, par exemple, le pôle, ou, en d’autres termes, l’origine, dans la ligne 
d’arrêt correspondante à chacune des fonctions 


et les deux points situés sur l’axe des ordonnées à la distance i de l’origine, 
dans les deux lignes d'arrêt correspondantes à la fonction arc tang z. 
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Dans les cas semblables à ceux <|ue nous avons traités jusqu’ici ^c’est-à- 
dirir quand une fonction de la variable imaginaire z est une fonction expli- 
cite représentée par l’une des notations usuelles, il ne dépend pas <tu calcu- 
lateur de faire disparaître les solutions de conrttQiité que la fonction peut 
offrir. Ces solutions de continuité sont, en effet, une conséquence immédiate 
des conventions à l'aide desquelles on a fixé le sens des notations adopti'-es. 

Il est donc certain, comme je l-’ai dit ailleurs (tome II du Journal* de 
M. Liouville, page'Sâ^), (jue la nature des conventions a une influence, mar- 
quée sur le caractère des fonctions considérées' comttu continues , de sorte 
qu'en passant d' un sjrstème (fe conventions à un autre , on peut rendre dis - . 
conti ruses des fonctions j/tû étaient cor^nues , et (éciproquement . 

Varnii les fonctions explicites, représentées à l'aide des. notations usuelles, 
on doit distinguer celles qui ne cessent d’étre Continues qu’en dcveiuml 
’ infinies. Kous les appellerons monodromes. Une fonction pourra d’ailleurs 
être monodrume, seulement pour les valeurs de z correspondantes aux ' 
points intérieurs d’une certaine aire S reafermée dans un certain contour- 
PQH, ou entre deux contours d^nis KLM, PQU. Dan» tous' les' cas, le mot 
monodrome parait exprimer assez bièn .la propriété dffla fonction que l’on ^ 
cqnsidère, puisque celle-ci varie par degrés insensibles, en acquérant à cha- 
que instant une valeur ttnique , tandis que le point ujobile A correspondant 
à l'aiBxé Z coftrt çk elilà, sans sortir de l’aire S, ou tourne autour dés 
points singuhers corrcs|>ot|daiit$ à (le& valeurs infinies de' j.a fVinction. 

.Ôn peut- citer, comme exemple de fonctions ’ni'onodrom'es, non-séulê- 

menf les deux fonctions * i, 

» ^ 

'«nga. 


'5 


mai» encor* les fonetiom rationnelles ije z, de e', de sin s, de cos a^etc. '• 
■r Ainsi qu’on vient di? l’expliquer, pour mettre en évidence la nature et^ ■ 
■ées propriétés d'une foirçtion explicite Z de la variable imaginée z, il .est 
surtout n^essaire d’aÆ^ diverses positions que peut prendre le 

point mobile A qui à z poné afBxe, Parlons maintenant de» positions que 
peut prendre Iftjioint mobile B dont l'aftixc est/. Taudis «{ne 'le .point A 
parcourra en tous sen» leqiian des affùes, le jioinl 6! pourra.décrire ou 
ce pian tout entier,- ou seubment une portion de ce incnfe, plaît. Daii» le 
dernier c»is, la portion déctite sera ce que nous iiotumcrons la réffion 
correspondante à la fonction explicite i', et les li^ès droltw'’lBu courbes' 
qui serviroijt de limite» à .cette région, seront appelées ligÇt^ tecminales. 
Ces Kgnes teruûnalescorrespondrontévidmnmeul aux ligneird'arrèt, de telle 
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sorte qsi’aii moment où le point mobile A dont z est l’aDixe atteindra 
iinejigne d’arrêt, le point mobile B dont 'Z est l’affixe atteindra* une 
ligne t^pminale. 

Si l’on considère, par exemple, la fonction explicite 
- 

*• ’ 

oir reconnaîtra, non-seulement ‘que cette fonction devient discontinue au 
moment où le point mobile A. atteint’ la ligne d’arrêt représentée par ia 
formule (3), c’est-à-dire l’axe des x, indéfiniment prolongé à partir du 
pô|e du côté des x négatives, mais encore que les valeurs diverses de cette 
fonction explicite sont les affixes-dc points situés du côté des x posi- 
tives, et qu’en conséquence cette fonction représente l’affixe d’un point 
Mobile compris dans une région spéciale , uvoir, dans la partie du plnii 
des xjr qui, s’étendauL à l’infini du. côté des x positives, a pour ligne ter-* 
minale l’axe des ordonnées. * . ’ . > , 

I . 

Si à la fonction z’ on substituait la suivante : 

-I.. ■ 

. > V 

i^ui devient ehcorodisçotitiouo dit moment où le point mobile A rencontre 
l’axe des Xj du côté tibs 4 : n^atives, Is région parcourue pac le |>oint 
mobile B, ou, en ()[|ap 1 res termes, la région correspondante à lufonction 
I 2 ccssarài4de <i’éfe{Mre à l’infini du côté.dcs j^osilives, .et se réduirait à 
la portion Ju plan des .comprise entre deux lignes^ terminslès 

parallèle àVafe dpej* et situées de pat^t «üautre^e cet axe à la di- 

.. Enfin, si l'on considérait la fonction *, **- 


^4 


4 


arc I 


qui devimt discontinue au moment où le point mobile A rencontre l’axe 
des^,- Jf upe distance du pôle égale ou supérieure à l'unité, la' région 
parcourue' le point mobile B, c’est-à-dire, en d’autres termes, la 
régiw COTX«^ndante à la fonction arc tang se réduirait à la portion du 
plan.de< nffiiiex comprise entre deiix'lignes teniiinalcs' parallèles à l’axe 

• V , • -K ^ e ^ 

des^ ersituées de part et d’autre de cet axé à ja distance 

Il arrivesoiiveiit que deux fonctious exp]icdes d’une variable ^laginalre z 
sont égales entre elles pouf, côçlaines -valeurs de cetta variable, et inégales 
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pour d’autret valeurs. Ainsi, par exemple, si c représente une valeur 
'particulière de la variable^ z, les deux fonctions explicites . 



seront égales entre elles, quand les ai^uments principaux de c et de r 
fourniront une somme comprise entre les limites — a, -l- n. On ne doit donc 
pas s’étonner de voir correspondre à ces deux (onctions des lignes termi- 
nales distinctes, et à ces lignes terminales des lignes d’arrêt distinctes. 
Si, pour fixer les idées, on nomme o l'argument principal de la con.stante r, 
et si cet argument est positif, alors, pour obtenir la ligne terminale et la 
digne d’arrêt correspondantes à la fonction * , . 



il suffira de faire tourner autour ^dii jtôle la ligne terminale et la ligne 

I ^ 

d'arrêt cornespondantes à la fonction 2 en imprimant à ces dernieres, 
lignes un mouvement de rotation ilirect, de telle sorte que le rayon 
vecteur mené de l’origine à un de leurs points décrive un angle égal à et. 

Supposons à présent que l’on considère non plus une fonction explicite, 
mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire -z. Cette ibnetiou 
pourra être déterminée ou isolément par nne équation unique, ou avec 
d’autres fonctions im'plicites, par un système d’équations dont le nombr» 
devra être égal à celui des fonctions elles-mêmes. Dans l’un et l’autre cas . 
Z admettra, pour chaque valeur de z, une ou plusieurs valeurs qui poul'- 
ront devenir ou infinies, ou entre elles, pour certaines valeurs 

particulières delà variable z. Léft pointj^jont ceajltaleurs particitliéres de z 
seront^es affûtes, prendront le nom de goints singuliers. 

.Soient maintenant 




2 ^ 


divei-ses valeurs successivement attribuées à la variable imaginaire z, et 

Z„z„z„ 

m * 

des valeurs correspondantes d’une fonction ex'^licile ou implicite Z, eu sorte 
que Z, désigne une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z, de z; Z^ 
une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z^ de z; et ainsi de suite. 
Soient d’ailleurs 


A„ A,, 
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les points qui ont pour aflfixes les quantités géométriques 

* 

et soient encore 

B., B„ B„... 

les points (|ui ont pour afQxes les quaiiHti-s géométriques 

• • • • 



Enfin concevons que, le nombre des points A,, A,, A^,. devenant 
infini, leur système se réduise à une courbe continue A, A„ A^. . décrite 
par un point mobile A correspondant à une affixe variable z. Le système 
des ])oints B,, B^,, B^, , poBrra, dans certains cas, c’est-à-dire, pour cer-, 

tailles *fornics de la fonction Z, ou des équations, qui lu déterminent, et 
pour certaines formes de la courbe continue A, A^ se rétluire 

lui-méme à une courbe continue B B, B, décrite par un point mo- 
bile B correspondant k une âffixe variable z. Alors la courbe continue 
iA,A, A, sera ce que nous nommerons le chemin (*),du jioint A, et la 
courbe continue B, B^B^... sera le chhnin correspondant du point B. 

La nature d’une fonction implicite Z, c’est-à-dire J en’d’autrw termes, la 
nature de l’équation ou des équations qui déterminent Z, peut être telle,, 
qu’à une courbe continue' A, A, A, considérée comme diemin du 
point mobile A, corresponde toujours une autre courbe continue 
B,B, B, propre à représenter le chemin du point’mobile B, quelle que 
soit d’ailleurs , parmi les valeurs de Z correspondantes à z = , celle qua 

l’omprendra pour l’affixe Z^ du point B,. Il pieut arriver aussi que cette' con- 
dition, étant généralement remplie, cesse de l’étre dans le seul cas où les 
afFixcs de quelques-uns des points B, , B„ , B, , . . . deviennent infinies, et où, 
par suite, la courbe B,B,B^... se trouve rêrâplacée par le sys^me de 
plusieurs courbes dont chacune reste continue, mais s’étend à l’infini. Dans 
rude et l’autre hypothèse, si le chemin A, A^A, ... du point mobile A , 
ne renferme aticun point singulier, le chemin correspondant B,B,B,. . . 
du point mobile B, partant d’une position donnée B,, dans laquelle il avait 
pourallixe la valeur Z, de Z, sera toujours une courbe continue;et alors, 
çe dernier chemin n’étant janVais interrompu, n’offrant aucune solution de 


(*) Le nom lie chemin, nppliqiii^ à la eourbo que di'ieril le point a été, si je ne me 
trompe, emploie |>mir la prtTOièrc fois par M. Piiiseus, dans un remarquable Mémoire qui 
a pour titre : Recherches sur tes fonctions algcbrirfucs. ( f'oir le Journal de lUathématiques de 
M. Liouville, p»gc 396, tomeXV.) 
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continuité, la fonction ^ sera dite évodique (de iu&do7,' p»rvhu{ tuo&tct, 
Jàcilis via). « 

Ajoutons qu’une fonction implicite Z de la variable iniaginairo z sera 
évodique seulement entre certaines limites , c’est-À-dirc pour les valèurs 
de Z propres à représenter lesaffixesde points si.tnéseUns l'intérieur d’une 
certaine aire S, si la condition ci-dessus énoncée ne se vérifie que dans le 
cas où le chemin du point mobile A est une courbe . continne 

renfermée tout entière dans l’intérieur de l’aire S? ' i 

Concevons à présent que l’on parvienne ‘à résoudre l’équation ou les 
(équations qui servent à déterminer une fonction implicite Z de la variable 
imaginaire z, et à exprimer les diverses valeurs de cette fonction à l’aide 
des notations usuelles. Cesdiveises valeurs deviendront des fonctions expli- 
cites de Z, et chacune des fonctions explicites ainsi obtenues admettra géné- 
ralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur unique com|ilétement 
déterminée. Mais ces mêmes fonctions pourront devenir discontinues (>our 
des valeurs particulières de z, qui lesrendront infinies; comme aussi pour des 
valeurs de z propres à représenter des alFixes de pofnts situés sur certaines 
lignes que nous avons appelées lignes d’arrêt. D’ailleurs, à ces lignes d’arrêt 
dont chacune limite la course du point mobile A, à l'instant où l’une des 
fonctions explicites ci-dessus mentionnées cesse d'étre continue, corres- 
|)ondront «l’autres lignes que nous avons appelées lignes terminales, et qui 
jimiterout, dans les memes circonstances, la course du point mobile |1. 

Cela posé, considérons spécialement le cas où la fonction implicite Z est 
du nombre de celles que nous avons nomnu^ fonctions évodiqiies; et soit, 
dans cette hypothèse, A, A, A,... une courbe continue qui représente un 
chemin attribué au point mobile A dont l’affixe est z; soit encore 
le chemin correspondant que devra prendre le point mobile B, dont l’affixe 
eStZ, en partant d’une position donnée B,, dont l’nffixeest une valeur par- 
ticulière de Z. Iæ chemin B,B,B^... se rétluira lui-méme soit à une seule 
courbe continue, soit au système 'le deux ou de plusieurs courbes conti- 
nues qui pourront offrir des parties conimunes. Il se rtùluira effectivement 
à une seule courlu*. continue, si le chemin A,A,A,... .ne renferme nficun 
point singulier. Mais cette courl)e unique s'-ra remplacée par le système de 
'leux ou plusieurs courbes qui s’étendront à l’Infini, si fe chemin A,A,.A_... 
renferme des points singuliers dont les affixes fournissent 'les valeurs infi- 
nies de Z, et la courbe ou les courbes dont il s’ .aqpl^e ramifieront toujours 
à partir de points singulier^ qui correspondraie^à dô valeurs de x pour 
lesquelles deux ou plusieurs (les valeurs de la fouctida im|Wcile Z devieii- 

£x. d'An. et dt Pk. nuth., T. IV. (47* lin. } 4^ 
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(Iraient é^les-entieçlles. Ajoutons que,- dans la -première hypothèse, c’eat- 
à-dire quand le chemin A, A, A,... iic , renfermera aucun point singulier, 
l’afihxe Z. du: j^iRk ^ chemin sera une seule 

couVbe coAÉlâ^, réprésentée tantôt par une fonction explicite 

(le iaart{|^B|K*u^''4i(nr9, -ntteadu que chacune des fonctions explicites 
(ÿk,$:^rtl)||^Kat'^é6 divecsfs valeurs de Z devra être remplacée par une 
autre explicite li<partir de l’instant où le pointaroobile B, après 

avoir eu la première foifttion pour affixe, atteindra une ligne terminale 
correspondaitte à cette méfhe fonction. On doit en conclure que, dans le 
cas.uù une /onction évodique Z admet diverses Valeurs, les diverses fonc- 
tions explicites propres à les représenter correspondent, dans le plan des. 
afTixes, ù diverses, ragto/u séparées les unes des autres par certaines lignet 
terminales. D’ailleurs, au moment où le point B, dont l’affixe est Z^ attein- 
dra une de ces lignes terminales, le point A, dont l’affixe est z, atteindra 
une ligne d'arrêt correspondante. ' ^ 

VériBons ces remarques sur quelques exemples, et d’abord supposons In 
fonction implicite 

I r 

liée à la variable im^naire^ 

z = r,= x -t-ji, ^ . 

par üéquation ' • 

(5) _ Z>*=z. 

La résolution de cette équation fournira pour valeurs de Z deux fonctions 
explicites de z, données par les formules 


(6) 

(7) 


Z = zï 


— zT. 


Ces deux fonctions explicites deviendront égales entre elles, et s’évanoui-- 
ront toulgs deux pour une valeur nulle de la variable z; par conséquent, 
le point dont l'afBxe est nulle, c’est-à-dire le pôle, sera un point singulier. 
D'ailleurs, chacune 'des fonctions explicites • 



quoique généralement continue, deviendra .discontinue pour toute valeur 
réelle, mais négative de^, attendu (pte si, en attribuant à x tine valeur 
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n.^gative — r, ôii fait converger vers la limite zéro, la foncii3n *’"'«onver- 
gera elle-même la limite r’ i, quand ^ sera supposé positif, el vers la 
limite — r' i, quand ^^|^ra ii^atif. En d^autres termes, chacune 

(les fonci^ons explicilet — z\ devj^dra ^ifcontinue pour tobtg valeur 
(le 2 propre à repréâpnt^^'aQEiV'^ip iipint situé sur l’axe des x, du côté 
d«|_x ilégatives, et [»r OOBaéipienÿÇpr la ^iÿne d’arrêt qui, représentée par 
lesforiiMil|« (3), a pour extrémité FplNgine^e’ plus, à cette ligne d'arrêt qui 

limite mobile^ tà'J’ànstant où J’ung des fonctions y , 

— 2’ ces^'d'étre <^p^iéitC(ÿ7i(^An(|rà irttedl^e terminale qui limitera 
au même instant la,course du^pôiift inobile B; et cette ’dernière Kgne, 'qui 
sera précisément l’axê’dtaur^oiÎD^, séparera l’une de l’autreM'l^os pl*" 
(les afUxes, les deux régions qui seront occupées l'ipie par les points dont 

les aflixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite 2’ , l’autre par 
les points dont les aibxes serônt les dive«^ va)euiy,de, la ibnation expli- 

cite — 2^. Enfin la fonction implicite Z, liée à la variable imaginaire z par 
'équation ( 3 )^ra certaûiement évodique. Car, si l’qp «xprime Z noA pbis 
en fonclloq de 4 a v^rit^Te zj mais en foncliôn dn thodnle r ét de l'an 
liés* I ï^arila foriQuîe • ■ • • 


^arila forn^i 

on obtieii(lra l’équation 
( 9 ) ■ . 


2 = #>=ire'‘i 




dans laquelle til'siilBéd faire Mfiér p'entre les limites — œ , + (» , ou 
méthe^ntrqies''liinifek';-^ art, as*, ponéque le second membre deVIeiùArv 
propTesà'^éil^iiter'tAiê valeur quelconque de Z. Or, si, en parlant d’une ' 
cer^iiit pcis^fOti'W.f^pondante & des valeurs déterminées de*r ei p, le point 
tnpbfile^f.doitt rajfexe’ e&t.z, décrit une courbe eontiiuie A,A,A,.^., on 
poWra(«a|jsi^éé lé foruuile-(fi) per-des val^irs de r et p qui varWont 
avec 2 pal- (fpgfés Insensibles;’ et à 'ce* valeurs de/-, pré]ioudraévidemmetK, 
en,veétii dir la formulé’ (g), nne valeur de la fonction implicite Z, qiu/ 
varjeM aUC/^m^mé par degrés in^nsibles avec la variable z. Doqp alors le 
]K>itrf mobile B, dont Z sera l’affixe, décrira, comme le point A, utie courbe 
continue B 

.En résumé, bs fonction implicite Z, liée à z par l’équation (5), est une 
fonction éVodicpie* qui, pou/-chaque valeur de z, acquiert deux valeurs, 

4a.. 
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distinctet ; et œs deux valeurs peuvent être réduites aUx deux fonctions 
explicita 



dont chacune devient discontinue, en devenant l’affixc d’un point situé sur 
l'axe des ordonnées, au moment ou la variable s devient elle-même l'nflixc 
d’un point situé sur l’axe des x dn côté desjip^néKatives. En consécjuence, 
la partie de l'axe des abscisses, sur laq^Ile Mfcfltptent les abscisses néga- 
tives, et l’axe des ordonnées, sont et la ligne terminale qui 

servent k limiter ^simultanéinent dont l’alBxe est la 

variable z, et la course du point'tf,'^DppFaSp|^t l’une dès fonctions 

explicites z'* , — z*. De ces deux lignes,' la a^(piièe> c’est-à-dire l’axe des 
ordonnées, pst précisément celle qui sépare ,1’uue du l’autre les régions 

• • I 

occupées par les points dont les affixes sont de la forme z* et de la forme 
■ 

— 2 *. ^ * 

Si k l’éqUation (a) en substituaft ta suivante: 

(lo) ^ Z*-f-z*=i, 

■ M • 

la fonction implicite Z serait encore une fonctionévodiqueqpi, pour chaque 
valeur de z, offrirait généralement deux valeurs dislinctek, Ces ^ettxvitleurs 
étant.les fonctions explicites délermiitées par les formules ^ 

(.1) Z = (i-z*f, • 

(la) . 

D’ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue au mo- 
, ment où z devient l'affixe d’un point situé sur l’aaé des x k une distance 
de l’origine plus grande que l'unité^ et, & ce momént, chacune des formules 
(i t), (la) fournit deux valeurs de Z égaies aux signes près; mai; afTettées 
désignés contraires, qui représentent lesalBxês de deux points'skiiés sur 
l’axè des ordonnées. Donc, dans le cas présent, lès deux valenfs de Z, déter- 
minées par les formules (i i), (i a), correspondent encore à deux régions sé- 
, parées l’une de l’autre par l’axe des ordonnées; %t k cet axé, considéré 
comme ligne terminale, correspondent dehx lignes d’arrêt représentées par 
les formules 

(i3) ' x’= ou > 1 , ^=o. 

Ajoutons que les extrémités de ces deux lignés* d’arrêt sont précisément les 


Digitized by Google 


( 333 ) 

deux points d’arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations 

(14) x*=i, jt = o, 

c’est-à-dire les deux points situés sur l’axe des abscisses, à la distance i de 
l’origine. 

Si à l'équation (lo] on substitiiait la suivante: ' 

(15) - Z»(i-s*)=i, 

la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 
valeur de z, offrirait deux valeurs distinctes, ces valeurs étant les fonctions 
explicites déterminées par les formules i * 

06 )- Zé=(t-z*f\'' ■ . 

(17)* '. . 

Alors aussi « ces deux fonctions explicites correspondraient encore deux 
régions, séparées l’une de -l’giitre par Taxe de« ordonnées; mais ces deux 
foDclions deviendraient dfccQntinues au moment où z serait l’affixe d’un 
point situé sur l’axe des x, à ime distauce.de l’origine plus petite que l’unité. 
Donc alors, à l’axé dÿ ordonnées, considéré comm^ bgne terminale, cor- 
respondrait un^ seule, ligne d’arrêt, représentée par les for|ni|les 
(. 8 ) . - ■ 


x’ ou < 




’^jbiitoift (|ùe rMixtrâinités d; cette ligfié d’a'H'ét seraient encore les deux 
‘ points (f arrêt dont les cordonnées* ^nt-foumlés ]>ar les équations (i4). 

Mâik les valenrs de Z, correspondautea.à ces points d'arrêt, ^nt iiulles 
. quind on p3rtder^iiation(i(;^ctiiiiipiesquaudonj>artderéquatTon(i5}. 
‘lipfiu; si i’op 'Aippos^t Ta te^tiqn iUpliciteZ liée à la variable imagi- 
' T>âî{e‘aq»ar riqiiadon* * '•,#*?* , ' 

t> at • • * *7 * V; ** = *• " 'V '• ’’ • . 

z offrirait, pour cliaqne vAteuir d» z, une infinité de valeurs dialine(es,.re- 
.préaeol^ par led/onction% explicites qui constituent le.s^jdirei;» lerpies 'de 
'la pcpgt'ewQb ^ttimétiqiiq 

(â^ .l’i*;*'-* 4«l*+- Iz, ^ att'i Iz, Iz, a)ti -+-lz, .... 

U^itleuiu, en vertu de la iermule(iq), Z serait encore ane |Mri)tion évodique 
.d»j|. ^r*«il’onéxpi^iie ^,*nen^U)C en fonction dé^^ thaiaéâi fonction du 


'«Qolltil.e 
(ai) 


a ifet del’angle^liéj^A «pair la formule (8),. on obtiifBdl|| j 


l^Uatioii 




C.* 
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ilans laquelle il stifTira de faire varier p entre les limites — oo , + x> , pour 
que le second membre devienne propre à représenter une valeur quel- 
conque de Z. Or, si en partant d’une certaine position correspondante à des 
valetirs déterminées de r et p, le point A, dont l’affixe est z, décrit fine 
courbe continue A, A, AJ..., on pourra satisfaire à la formule (8) en attri- 
buant k r et p des valeurs qui varient avec z par degrés insensibles; et à ces 
valeurs de r, p répondra évidemment, en vertu de la formule (ai), .une va- 
leur de la fonction implicite Z, qui variera elle-même, par degrés insen- 
sibles, avec la variable z, si la courbe A, A, A^... ne renferme pas le point 
d'arrêt dont l’affue se réduit à ‘zéro, ^c’est-à-dire l’origine de# coordonnées. 

D’autre part, chacune des fonctions explicites qui constiuient les divers 
termes de la série (ao) deviendra discontinue au niomcnt'où z dcvie'm^a 
l’affixe d’un point situé sur la ligne d’arrêt que représentent les formuTesP), 
c'est-à-dire d'un pofnt situé sur l’axe des x, âu côté des jc né^tiVes; et à 
cé ‘moment, ces fonctiems eljes-mémes c\pvf^dront les afbaee''de [Kiints 
situés sur des lignes tertaiiiales quf^e réîdiiirqnt à de» droites éqqidistantes 
et parallèles à l’axe des x, la distance- de deux llroites voisines étankéfale 
a aff. * • • • • * 

Done, en déâaifvç, l»fanctioo Z, li^à-zj)avJ'|^uation(i()),<^ra une 
fonction évo<(iqiie qtfi, pôur'chaiyie valeur dé z, à>fTri^3[ue infinité de va- 
leurs distinctes corresptmdan^ ii unq infinité de régio&^tloTit^chacune 
sera comprise entr^deùx ^^roiles çarallçjes que nous yeiio^s^e 

Il impo{%^’ol)B^w;qiic,'xlltns jé cas où à pne inéiiie v.al^r 
riable imaginaire' z correspondent ^éiTrsetsvalciiri clola' fdnctij^niplic 
ces diveeses valeurs, exprimée.s à I aide des*.no^tW)nsjtsi^ftcs,*et • 

vertics en fonctions explicite^, peuventgénéralement.revétir une infiuit^^p*. 
formes distinctes. D’ailleurs, si l’on contpii>tc.run ^ l’afftfe <leux sysfèuliBS de 
fonctions'explicite» dont chacun est propre à.représenler les diverses valeurs 
de.Z,'-«i) iwconqaitra que ces fonction.s,.prist;s dAm à deux,»|^‘uven(-co}n- 
cider enlc» 9 erli|ùles limites, .sans être généraieli^t ég-ales*idre elItA^ êt^’à 
deux seîqblabj«8;#ysteines de foiicliODs explici^s-i;orreiip^id^ly^uf l)or- 
dinaire, tletix J^sfèmes de ligues d'arrêt et deux systeniptf dé lignies tçiiaii- 
iiales. ' 

.^nsi, par^éielfh^le, si la fonction i^plicite.Z.<est liée à la variable*ima‘gi- 
naife z’par'l'Vqi^lJonl^'), les deux vnloum «|fi’â(lniel^a celte fôtitt(pJi 
lont étre.a^|Kf!i^ ileter^nécs nun-keiMement parJe»formiile»'X8éWT^ 
mais encore par duo iuliaM d'autrès foimtile»^ et en |>arliciriier par les 


V *. 

«> 
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suivantes; < - 

• («) • z=c»^îy, 

■, 3 ) *=-«■•(:)■• . 

c désignant une constante quelconque réelle ou Imaginaire. 

D'ailleurs, d’après une remarque précédemment faite, si l’ofi numme o 
1 argument principal de la constante .c supposée imaginai|;e, il suffira, pour 
obtenir la ligne d’arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions 
explicites que déterminent les formules (ja), (a3), de faire tourner autour 
du pAlc la ligne d’arrêt et la ligne terminale correspondantes^ux fonctions 
que ^éterminentlès formules (eyel( 7 ), en imprimant à ces dernières lignes 
un mouvement de rotation direct si ra est positif, ou rétrograde si c est né- 
gatif, de telle aorte que le rayon vec<feur, mené de l’origineà un de leurs 
points, décrive un angle égal à a. 

^11 eji^bon d’observer qu’à iiu^illpiction implicite Z, déterminée par une 
équation unique oft par un système d’équations* simultanées, correspond un 
système unique de ^points singujiers, par conséquent un system»'u'nique 
^ de points d’arrêt servait d’extrémités aux lignes d’arrêt, quelles que soient 
d’ailleurs ces dernières ligafes. Ainsi, par exemple, à la i^ction implicitAZ, 
déterminée par l’équation (5X correspond un seul point d’arrêt qui coïncide 
avec l’origine, 'et dA>t l’gGBxe est la valeur o de z, pour laquelle les deitx 
valeurs de Z, fournies par les formules ( 6 ) et ( 7 ), ou par les formules (aa) 
et (a3), deviennent égales entre elles. V f,. 
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Sur les différentielles de quantités algébriques ou ‘géométriques, ' 
et sur les dérivées des fonctions de ces quantités. 


Dans le Mémoire sur l’Analyse irdinitésimale, placé en tète du iroKième 
volume de ouvrage, sont exposés les'paincipes qui me paraissent devoir 
servir de base au calcul dÜTérentiel. Je vais indiquer aujourd’hui les coo> 
séquences qui se déduisent de ces principes, quand à la notion de variables 
imaginaires on substitue celles de quantités géométriques variables. 

’ ■ t •* ► 

$ 1 ". — Sur le$ difféniAielUs de ijuantitês algébrique! ou 

Eu siibstituant , dans le Mémoire sur l’Analyse intuiitésimalc , les mots 
quantités géométriques aux mots expressions imaginaires, on obtient à la 
|dace des définitions et formules dohnées dans- ce Mémoire, celles que je 
vais transcrire - 'è ‘ • 

.Les différentielles de plusieurs quantités algébriques ou géométriques 
variables sont d’autres quantités algébriques ou géométriques dont les 
rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre (es 
accroissements simultanés et iri/inirnent petits des variables pro/iosées. 

La définition précédente suppose évidenunent qu’en vertu des équations 
qui lient entre elles les quantités algébriques on géométriques dont il 
s'agit, ces quantités varient les unes avec les autres par, degrés insensibles, 
oir, en d’autres termes, que ces quantités, considérées'comnie fonctions 
de quelques-unes d’entre elles, en sont des fonctions continues, du moins 
dans le voisinage des valeurs attribuées aux variables considérées comme 
indépendantes. 

Nous indiquerons, suivant l’oiage, les accroisæqients simaltanés finis ou 
infiniment petits des variables, à l’aide de la lettre caract^stique A, et 
leurs différentielles à l’aide de la lettre caractéristique d. 

Il importe d’observer que, dans le cas même où chacun des rapports 
entre les accroissements infiniment petits des variables proposées converge 
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vers une limite unique et finie, la définition précédente ne détermine pas 
complètement les différentielles de ces variables, mais seulement les rap- 
ports qui existent entre ces différentielles. On pourra donc toujours dis- 
poser arbitrairement, au moins de la différentielle d’une variable. 

D’ailleurs, la différentielle ou les différentielles qui resteront arbitraires, 
pourront être supposées ou constantes ou variables, et, dans le dernier 
cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zéro pour les trans- 
former, avec les autres différentielles, en quantités infiniment petites. Mais 
cette transformation n’offrirait aucun avantage, et tout au contraire, il peut 
être souvent utile d’attribuer aux différentielles des valeurs finies. En con- 
séquence, nous continuerons à regarder les différentielles comme des 
quantitf's finies, ainsi qne nous l’avons fait dans le Mémoire déjà cité. 

De plus, nous attribuerons aux quantités diverses, comme il parait con- 
venable de le faire, des différentielles de même nature que leurs accroisse- 
ments. En conséquence, les difTérentielles de quantités algébriques seront 
■les quantités algébriques, et les différentielles de quantités géométriques 
seront des quantités géométriques. 

Enfin, comme dans le Mémoire cité, nous appellerons urtnaé/e primitive 
une quantité algébrique variable qui aura pour différentielle l'unité. Cette 
variable primitive pourra d’ailleurs être ou l’une des variables indépen- 
dantes proposées, ou une variable nouvelle avec laquelle on fera varier 
tontes les autres. 

La considération de la variable primitive simplifie l’énoncé de la défi- 
nition que nous avons donnée des diflérentielles. En effet, soient t la va- 
riable primitive, et At = ( un accroissement infiniment petit attribué à 
cette variable. La différentielle dj d'une variable quelconque s sera évi- 
demment la limite du rapport entre les accroissements infimment petits A j 
et I de celte variable et de la variable primitive. 

En partant de cette définition, on établira sans peine, comme dans le 
Mémoire cité, les règles relatives à la différentiation des quantités soit 
algébriques, soit géométriques. 

Ainsi, par exemple, a, b, c désignant des quantités algébriques ou géo- 
métriques constantes, et s, u, v, w, ... des quantités algébriques ou géomé- 
triques variables, l’équation linéaire 

(i) s ■= au bv -k- CW -t- ... . 

entraînera la formule 

(a) df = (idu -f- ^dt* -H cdit', .... 

fjr. iÀn. « dt Pkri. •««(*.. T. IV. (47* lirr.! 43 
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En conséquence, l’équation linéaire 

(3) s = Æ-t-j-i, 

qui sert à exprimer l’affixe z d’un point mobile A en fonction des coor- 
données rectangulaires x,jrà^<x: même point, entraînera la forintile 

(4) |dz = da: id_y. 

Concevons maintenant que, x, jr,t, ... étant des variables dépendantes 
ou indépendantes les unes des autres, on nomme s une fonction de ces 
variables. Désignons d’ailleurs, à l’aide des notations 

d,j , d,.j, d,j,..., 

les différentielles partielles de s successivement considéré comme fonc- 
tion de X, comme fonction de comme fonction de z,.... Alors, en 
raisonnant comme dans le troisième volume [pages 37 et 38], on ob- 
tiendra la formule 

(5) dr = d,j -t- dyf -+- d.j 

en vertu de laquelle la différentielle totale d.r sera la somme des différen- 
tielles partielles dj,.r, d,.; , d,.i, — 

J U. Sur let dérivées des fonctions de quantités algébriques. 

Soient x une quantité algébrique variable, ou, en d’autres termes, une 
variable réelle, et 

;sr = /(x) 

une fonction réelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore Aa: un 
accroissement fini ou infiniment petit attribué à la variable x, et l'ac- 
croissement correspondant que prendra la fonction X. Si l’on assigne k x 
une valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x, la fonction X 
demeure finie et continue, alors à une valeur infiniment petite de l’ac- 
croissement Ax, correspondra une valeur infiniment petite de l'accroisse- 
ment A AT; mais tandis que les deux accroissements Ax, àX s’approcheront 

indéfiniment l’un et l’autre de la limite zéro , leur rapport ^ s’approchera 

lui-même, pour l’ordinaire , d’une limite finie et déterminée, qui pourra 
être finie ou infinie. Cette limite est ce qu’on nomme la dérivée de la fonc- 
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tion X ou f[x). On la représente à l’aide de la lettre caractéristique D, par 
la notation (*) 

DX ou D/(jc), 
ou, mieux encore, par la notation 

B^X ou D,/ (ar), 

dans laquelle la lettre x, placée au bas de la lettre caractéristique D, aver- 
tit le lecteur qu’il s’agit d’une dérivée prise par rapport à la variable x. Ajou- 
tons que la dérivée de X, relative à x, se confond évidemment, d’après sa 
définition même, avec le rapport différentiel, de A" à x, c’est-à-dire avec le 

rapport ^ des différentielles AX, dx. On a donc identiquement 
et 

(a) dA’=D^^dx. 

Concevons, pour fixer les idées, que la fonction réelle ou imaginaire X de 
la variable réelle x soit l’une de celles qui peuvent être exprimées à l’aide 
des notations usuelles. Sa dérivée sera, pour l’ordinaire, une quantité com- 
plètement déterminée. Toutefois, elle pourra cesser d’être déterminée , et 
acquérir deux ou plusieurs valeurs distinctes, ou même une infinité de va- 
leurs diverses, pour certaines valeurs particulières assignées à la variable x. 
Ainsi, par exemple, si l’on pose 

A' = X sin - , 

X 

la dérivée de X deviendra indéterminée pour x = o, et acquerra, dans cette 
hypothèse, une valeur égale à celle de la fonction sin par conséquent, 

représentée par une quantité réelle comprise entre les limites — i, -h i. 

En général, on peut dire que, parmi les fonctions d’une variable réelle, 
les unes sont complètement déterminées, tandis que les autres cessent de 
l’étre, au moins pour certaines valeurs particulières de la variable. 

Concevons maintenant que, x,jr, z,... étant des quantités algébriques 
variables, dépendantes ou indé|>endantes les unes des autres, on nomme s 


{*) Suivant la notation de Lagrange, la dérivée de U fonction X ou /■{ x) t'indique a 
l'aide d'un trait par 

X', ou /'(x). 

43.. 
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une fonction réelle oti imaginaire de ces variables. Désignons, d’ailleurs, à 
l’aide des notations 

D,.j, 

les dérivées partielles de s successivement considérée comme fonction de x, 
comme fonction de jr, comme fonction de z,. ... Alors, en raisonnant comme 
dans le troisième volume [page 27, a8 et 39], on établira non-seulement 
la formule ( 5 ) du § I", savoir : 

di = djf -(- AyS + d,j 
mais encore les équations 

( 3 ) djj = Dxfdx, d^j = D,.jd7-, d,i = D.jdz,... ; 
et l’on en conclura 

( 4 ) d J = DxSdx -e D,.fd_y + D,fdz -(-.... 


Il est généralement facile d’obtenir les dérivées, et par suite les différen- 
lielles des fonctions réelles ou imaginaires de quantités algébriques, quand 
ces fonctions sont exprimées à l’aide des notations usuelles. 

Supposons, en particulier, que l’on demande la quantité géométrique 1,,, 
considérée comme fonction de l’argument p, et, pour abréger, désignons par 
la lettre a un accroissement infiniment petit Ap attribué a cet argument. I.a 
dérivée cherchée sera la limite du rapport 


15 ) 



'p 



elle sera donc égale au produit de ip par quantité géométrique qui repré- 
sentera la limite du rapport 





D'ailleurs, dans le cercle décrit du pfile comme centre avec le rayon 1, 
c sera la mesure de l’arc compris entre les deux rayons qui, partant du 
pôle, seront représentés par les quantités géométriques i, lo, et la diffé- 
rence In — > de ces deux quantités représentera, en grandeur comme en 
direction, la corde de ce meme arc. Par suite, l’expression (6) aura pour mo- 
dule le rapport numérique de celte corde à l'arc, et pour argument l’angle 
obtus formé par la même corde avec l’axe polaire. D’autre part, tandis que 
l’arc s’approchera indéfiniment de zéro, le rapport numérique de la corde à 
l’arc convergera vers la limite 1 , et l’angle obtus formé par la corde avec 


Digitized by Google 



( 34i ) 


l'axepolairc vers la limite ^1 qui représente un angle droit. Donc, l’expres- 
sion (6) aura pour limite 


et la limite de l’expression ( 5 ), ou la dérivée de sera le produit de par 
I, = i, ou, ce qui revient au même, i en sorte qu’on aura 


(?) D, I, — ' 

.Si, dans cette dernière équation, l’on sulistitue à l’expression i^, sa valeur 
tirée de la formule (i i) de la page ai 6, savoir 

I, = cos P -)- i sin p; 

on trouvera 

(8) Dp cosp -t- iDp sin p = cos (a' (a" + 

et, par suite, 

(g) Dp cosp = cos ^p -t- DpSin P = sin ^p f- 

ou, ce qui revient au même, 

(lo) Dp cosp =— sin p, DpSinp = cosp. 


Ainsi, en partant de la formule (7), on se trouve ramené aux équations 
connues qui fournissent les dérivées du cosinus et du sinus d’un arc; et 
réciproquement on pourrait , de ces équations, ou, ce qui revient au même, 
des formules (9), déduire immédiatement l’équation (8), par conséquent 
la formule (7). Ajoutons que de l’équation (7), jointe aux formules 

<li,= Dpipdp, I ipi,= ipi, 

^ î 7 

on tirera 


(11) dip=ipidp. 

Supposons maintenant que l’on demande non plus la dérivée ou la diffé- 
rentielle de ip, mais les dérivées partielles et la différentielle de la quantité 
géométrique considérée comme fonction du module r et de l’argument p. 
Comme on aura 

rp — 'pt", 
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on en tirera, eu égard à la formule ( 7 ), 

{'a) = i ,r, D,r,,= i,, 

et de ces formules , jointes aux équations 

di,= D,i,d/> -H D,i,dr, i , = ii,, 

on tirera 

(i3) dr, = i,(dr-(- ird/>). 

Si, pour abréger, on désigne par la lettre z la quantité géométrique r^, et 
si d'ailleurs on nomme a:, ^ les coordonnées rectangulaires du point dont 
l’affîxe est Z, le pôle étant pris pour origine, et l’axe polaire pour axe des x, 
on aura 

(>4) z = x+j^i=r,; 

et de cette dernière formule, jointe à l’équation (i3), et à l’équation ( i 4 ) 
du paragraphe précédent, on tirera 

(i5) dz = dx + id_y = i,(dr + irdp). 

ÿ in. Sur les dérwées des fonctions de quantités géométriques. 

Soient 

(i) z = x+j^i 

et 

(a) Z — X y"i 

deux quantités géométriques variables , propres à représenter les affixes de 
deux points A et B qui, dans un certain plan, ont pour coordonnées rec- 
tangulaires, le premier les variables réelles x,y, le second les variables 
réelles X, V. Comme je l’ai dit dans l’avant-dernier article, Z devra être 
censé fonction de z, si, la valeur de z étant donnée, on peut en déduire celle 
de Z, ou, en d’autres termes, si, la position du point A étant donnée, on 
peut en déduire celle du point B; et il suffira pour cela que les variables 
réelles X, Y soient des fonctions déterminées des variables réelles x,,;*. 

Concevons maintenant que l'on désigne, à l’aide de la lettre caractéris- 
tique A placée devant les variables 

X, r> z. 
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(les accroissements finis ou infiniment petits attribués à ces mêmes variables. 
Supposons, d’ailleurs, que Z reste fonction continue de 2 , du moins 
pour des valeurs de z comprises entre certaines limites. Pour de telles va- 
leurs de Z, à des accroissements infiniment petits Ax, ^jr de corres- 
pondront des accroissements infiniment petits Az, AZ de z, Z; et la dérivée 
de la variable Z considérée comme fonction de z ne sera autre chose que 
la limite dont s’approchera indéfiniment le rapport 

àZ 

’ 

tandis que Aar , A^ s’approcheront indéfiniment de zéro. Cette dérivée sera 
désignée , comme dans le cas où z est réel , à l’aide de la lettre caractéris- 
tique D, par la notation D,Z. D’autre part, les quatre dififérentielles 

dx, djr, dz, dZ 

des quantités algébriques variables x , j', et des quantités géométriques va- 
riables z, Z, seront quatre quantités nouvelles, les deux premières algé- 
briques, les deux dernières géométriques, dont les rapports seront préci- 
sément égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits 

Ax, Sjr, Az, AZ 

de ces mêmes variables. Cela posé, la dérivée de Z, relative à z, se confon- 
dra évidemment avec le rapport différentiel de Z à z, c’est-à-dire avec le 
rapport 

d t 

des différentielles dZ, d z, en sorte qu’on aura 

(3) = 

Si, dans la formule (3), on substitue à la différentielle dz, sa valeur 
tirée de la formule ( 1 ), savoir 

dz = dx -t- id^, 

et à la différentielle dZ, sa valeur fournie par une équation semblable à la 
formule (4) du § II, savoir 

dZ = DjZ dx -t- D,.Zd^, 

on trouvera 

(4) • = 

' ^ dx-^idy 
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Si, d’ailleurs, on pose 
(5) ^ = tango, 


ou, ce qui revient au même, 

(6) 

l'équation ( 4 ) donnera 


dx 
co s 67 


àr 

sin O 


(7) 


D.Z = 


D,Z co« O + P, Z 5in O 
C05 et -f- i »in n ’ 


puis, en ayant égard aux formules 

i„ = coso -+- i sino, IoI_b = i, 
on tirera de l'équation ( 7 ), 

(8) D,Z = i_„(D,Zcoso -H D,.Z 8 ins). 

Il est bon d’observer que, dans les formules (4), ( 7 ), ( 8 ), les dérivées 
partielles D,Z, D,.Z varient généralement avec la position du point mo- 
bile A, et se réduisent à des fonctions des deux coordonnées rectangulaires 
X, ^ de ce meme point, ou, ce qui revient au même, à des fonctions de 
l’affixe Z. D’autre part, tandis que les coordonnées x,jr varieront par de- 
gré-s insensibles, le point A décrira généralement une courbe continue; et 
si par ce point on mène une droite qui forme, avec l’axe polaire, un 
angle sr propre à vérifier la formule (5), la direction de cette droite, 
appelée tangente , sera ce qu’on peut nommer la direction de la courbe au 
point dont il s’agit. Si la ligne décrite par le point A se réduit à une droite, 
la tangente ne différera pas de cette même droite. Cela posé, il suit immé- 
diatement de la formule (4), ( 7 ) ou ( 8 ) que la dérivée de Z, considérée 
comme fonction de z, dépend en général, non-seulement de la position du 
point A sur la ligne qu’il décrit, mais encore de la direction de cette ligne. 
Si cette direction devient parallèle à l’axe des x ou à l’axe des jr, on 
aura 

d_ 7 '=o ou dx = o, 

et la dérivé-e de Z, prise par rapport à z, sera , dans la première hypothèse, 

( 9 ) 

dans la seconde hypothèse, 

(10) BL£=_iD^Z; 
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comme on pourrait aussi le conclure de la formule (7) ou (R), en posant 
dans celte formule 

ET = O ou O = - • 

3 

Concevons maintenant que la fonction Z, supposée explicite, ou rendue 
explicite par la résolution de l’équation ou des équations qui la détermine- 
raient, soit OTonorf/nme , du moins entre certaines limites de z ; c’est-à-dire 
qu’entre ces limites elle conserve une valeur unique, en restant fonction 
continue de z, par conséquent de x et de j, tant qu’elle ne devient pas 
infinie. (Concevons encore que les dérivé-es partielles du premier ordre 

D^Z, D,Z 

satisfasstmt à la même condition; c’est-à-dire qu’entre les limites données 
de z, chacune de ces dérivées partielles soit monodrome. Alors la dérivée 

D,Z 

conservera entre les limites données de z, et tant qu’elle ne deviendra pas 
infinie, une valeur unique en restant fonction continue de la variable ima- 
ginaire z et de l’angle o. Ajoutons qu’en vertu de la formule (7) ou (8), 
cette dérivée deviendra indé|iendante de l’angle rz , si les deux valeurs par- 
ticulières de cette dérivée, représentées par les expressions (9) et (10), 
deviennent égales entre elles. Alors, en effet, on aura 



par conséquent 

(la) P,.Z = iD,Z, 

et l’équation (7) ou (8) donnera 

(i 3 ) D.Z = D,Z, 

dr 

quelle que soit d’ailleurs la valeur du rapport ou, ce qui revient au 
même , de l’angle ta. Donc alors la dérivée 

D.Z 

deviendra indépendante de la direction de la ligne que décrira le point 
mobile A , et se réduira simplement à une fonction des variables réelles x, y, 
ou, ce qui revient au même, à une fonction de la variable imaginaire z. 
D’ailleurs, pour que cette réduction s’effectue, il est évidemment nécessaire 
g An. rt it Ph. nuit., T. 1V.(47' lirr.) 44 
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D.Z 


conserve la meme valeur quand la direction de la ligne décrite par le point 
A devient parallèle à l’axe des jc, et quand elle devient parallèle à l’axe 
des J'; en conséquence, il est nécessaire que les dérivées partielles de Z, 
relatives à .r et à j-, savoir D^Z et D^Z, satisfassent à la condition exprimée 
par la formule (n). 

Dans le cas spécial que nous venons d’indiquer, la dérivée D,Z sera, 
aussi bien que Z, du moins entre des limites données de Z, une fonction 
nionodrome de cette variable. 

■Au reste, pour que la dérivée D.Z soit une fonction monodrome de la 
variable imaginaire t, entre des limites données dez, il n’est pas nécessaire 
qu’entre ces limites, la fonction Z soit elle-même monodrome : il suffit que 
les deux dérivées partielles du premier #rdre 

D.Z, D,.Z, 

étant monodromes entre les limites dont il s’agit, satisfassent à l’équa- 
tion (il). 

Nous appellerons monogène, une fonction dont la dérivée sera mono- 
drome. En vertu de la remarque précédente , une fonction de la variable 
imaginaire z pourra être monogène entre des limites données de z, sans 
être constamment monodrome entre ces mêmes limites. 

Ainsi, par exemple, si l'on pose ' 


(>4) Z = lz, 

ou , ce qui revient au même, 

(|5) Z = i{x-hjri), 

on aura encore, eu égard à la formule (3o) de la page a^i. 


(i6) 

par conséquent, 
(•7) 


Z = ^ 1 (a:’ -t- jr*) -i- i arc cos 


r 

VF-' 


D.Z = — = i, D,Z = — 


et, comme les valeurs précédentes de D.Z, D,.Z seront, entre des limites 
quelconques de la variable 

z=z X fi, 

des fonctions monodromes decette variable qui vérifieront la condition (la''. 


•j 
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la dérivée D,Z de Z = Iz, déterminée par la formule {7) ou (8), devra 
être aussi constamment une fonction monodroine de z, ce qu’il est aisé de 
vérifier, puisque l’on aura 

(18) D.Z=D,Z = i. 

Par suite, la fonction Iz sera constamment monogéiie. Toutefois, cette 
fonction Iz, qui restera elle-même inonodrome, tandis que l’on fera va- 
rier a: entre les limites o, 00 , cessera d’étre monodrome quand x deviendra 
négatif, puisque alors, en vertu de la formule (16), elle passera brusque- 
ment de la valeur 

ll(x*)-tti, 

à la valeur 

ll(x‘)-t- )ti, 

tandis que y passera, en décroissant, d’une valeur négative à une valeur 
positive. 


44.. 
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Sur la différentiation des fonctions explicites ou implicites 
d'une ou de plusieurs quantités géométriques. 


Les principes établis dans l’article précédent |)erinettent d'obtenir facile- 
ment les différentiel les des fonctions d’une ou de plusieurs quantités géo- 
métriques , quand ces fonctions se trouvent exprimées à l’aide des notations 
usuelles. De plus, en partant de ces principes, on reconnaît aisément que 
les formules et les propositions relatives à la différentiation des fonctions 
de variables réelles continuent généralement de subsister quand ces varia- 
bles deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, Z étant fonction d’une 
variable imaginaire z, on aura, comme on l’a déjà remarqué dans l'article 
précédent , 

(i) dZ = D,Zdz; 

et Z étant une fonction de plusieurs variables imaginaires u, v, (v,..., on 
aura généralement 

(а) dZ = D.Zdu -t- D,Zdt'4- D.Zdiv -t- .... 

I>es forniules(i) et (a) fournissent les régies connues pour la détermination 
(les fonctions de fonctions et des fonctions composées. 

1m différentiation des fonctions entières d’une variable imaginaire z s'ef- 
fectue de la même manière et conduit aux mêmes formules que dans le cas 
où cette variable est réelle. Ainsi, par exemple, x étant un nombre entier 
quelconque, et a, b, c,..., des constantes imaginaires, on aura, pour des 
valeurs imaginaires, comme pour des valeurs réelles de z , 

(3) ’ d z" = HZ*"' dz, 

(4) ilxr" = — //zr"-' dz, 

(.5) d (a -t- hz -t- fz’ -t- . . . H- Az") = {b -t- acz + ...- 4 - mfz" ' ) d z, 

et , par suite, • 

(б) D,z"=«z'—, ”* 

( 7 ) D,z-= -«Z-—, 

{8 ) D, (rt Az fi’ -*-... -4- Az") = A -4- -ici -4- ... -4- nksf'~ ' . 
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La même remarque s’applique aux fonctions rationnelles d’une variable 
imaginaire z. Leurs différentielles et leurs dérivées, exprimées en fonctions 
de Z, sont précisément celles qu’on obtiendrait si z était réel. 

Considérons maintenant l’exponentielle e*, et posons 

z=x+^i, 

X, J étant réels; on aura 

e* = 

ou , ce qui revient au même, 

e* = r' I,., 

puis on en conclura, eu égard k la formule (a), 
de’ = d ij. -h i^dê'; 

et de celte dernière équation , combinée avec les formules 

de'^e^dx, d.i^ = iyid_;^, dz — dx+idjr, 

on tirera 

( c) ) d e* = e' d z, 

par conséquent 

(to) ü,e‘ = e*. 

Donc la dérivée de l'exponentielle e’ est cette exponentielle même, quelle 
que soit la valeur réelle ou imaginaire de z. 

En partant de la formule (()), on déterminera sans peine les différentielles 
et les dérivées des exponentielles qui auraient pour base un nombre autre 
que e , comme aussi des fonctions entières ou même rationnelles d’exponen- 
tielles quelconques. Ainsi , par exemple , A étant un nombre quelconque , 
et a étant le logarithme népérien de a, on déduira de l’équation (9), jointe 
à la formule 

A' = e“% 

les équations 

lu) dA*=A*lAdz, 

(la) D..A^=A*1A. 

De même , de l’équation (9), jointe aux formules 

cos z = » sm z = , 

3 2 

ou déduira immédiatement les différentielles et les dérivées de cos z et sin z, 


Digitized by Google 


( 35o ) 

considérées comme fonctions entières de l’exponentieile e*‘, et l’on trouvera 
ainsi 

(13) d cosr = — sin ïdz, d sin z = cos zdz, 

(14) D, cosz = — sin Z, D,sinz = cosz. 

Enfin, des formules qui précèdent, jointes à l’équation (a), on déduira 
sans peine les différentielles et les dérivées d’une infinité de fonctions 
explicites d’une ou de plusieurs variables imaginaires. 

Concevons, pour fixer les idées, que 

Z = Z-f- JTi 

représente une fonction de la variable imaginaire 


X , Y étant des variables réelles. Pour que l’on puisse déduire de la 
formule (a), et de celles qui la suivent, les valeurs de la différentielle dZ, 
et de la dérivée 

D.Z=^. 

il suffira que les variables imaginaires z, Z puissent être considérées comme 
liées l’une à l’autre et à certaines variables auxiliaires 

U, V, IV,..., 

de telle sorte que les diverses variables étant rangées dans un certain ordre 
indiqué par la suite 

(i5) Z..., U, V, tv,..., Z, 

l'une quelconque d’entre elles, u par exemple, soit équivalente à une certaine 
fonction rationnelle des variables suivantes : 


et des ex|M>nentielles 

e", c-,..., e‘, 

ou de quelques-unes de ces variables et de ces ex|K>nentielles. Dans cette 
hypothèse, la différentielle de u, considérée comme fonction de v, tv,..., z, 
sera fournie par une équation de la forme 

(i6) d« = D„«dv -t- D„ndiv -+-... -H Dx«dz; 

la différentielle de Z , considérée comme fonction de . . . , u, v, tv, . . . , z , 
sera fournie par une équation analogue; et, si de cette dernière on élimine 
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les valeurs des difTcrentielles 

du, de, du’,...', 

données par la formule (i6) et les formules de meme espece, réqitution ré- 
sultante de rélimination déterminera le rapport difl'éi-entiel de Z à i, ou, en 
d’autres termes, la dérivée de Z considérée comme fonction de la seule va- 
riable!, |>ar conséquent la valeur cherchée de D, Z. D’ailleurs, cette valeur 
de D,Z sera ^néralement, ainsi que Z, une fonction continue de la varia- 
ble *, dans le voisinage d’une valeur 6nie attribuée à s; ou du moins les 
seules valeurs finies de z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, 
seront des valeurs singulières , propres à représenter les affixes de certains 
points isolés et séparés les uns des autres. La circonstance particulière que 
nous venons de signaler se présenterait, par exemple, si l’on supposait 

(17) Z = i-(-i/, « = e-, = 

et, par suite, 

(18) Z=\^e‘. 

Alors la fonction Z et sa dérivée 

I 

(.9) D.Z = -ie*, 

resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie de z 
distincte de zéro; mais Z et D,Z deviendraient simultanément discontinues 
pour une valeur nulle de a, et les limites dont s’approcheraient ces deux 
fonctions, tandis que la variable z = x +j\ s’approcherait indéfiniment 
de zéro, pourraient être ou finies ou infinies. Ces limites seraient effective- 
ment I et o, si l’on supposait jr = o, x < o; elles seraient oc et — », si 
l’on supposait ^ = o, x > o. 

•Si à la première des équations ( 17) on substituait la suivante : 


{20) 


on aurait 

z= ‘ , 

(ai) 

1 H- r* 

y 1 

1 y* 

(aa) 
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et les deux fonctions Z, D, Z deviendraient discontinues, non-seulement 
pour une valeur nulle de z, mais encore pour les valeurs singulières de z 
propres à vérifier la condition 


(a3) 



c’est-à-dire pour toutes les valeurs de z données par la formule 

tt étant un nombre entier quelconque. 

Supposons maintenant que les termes de la suite (i 5), étant rangés dahs un 
ordre ipielconque, soient liés entre eux par des équations dont les premiers 
membres soient des fonctions rationnelles de ces mêmes termes et des expo- 
nonlielles 


e", e’ 


e. 


les seconds membres étant réduits à zéro. En vertu de ces équations, quel- 
ques-unes des variables 

Z,..., U, V, Z 

seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des équations est 
égal au nombre des variables diminué de l’unité, Z sera une fonction impli- 
cite de Z. Cela posé, il suffira évidemment de différentier les diverses équa- 
tions, puis d’éliminer 

du, de, dtv,... 

des équations différentielles ainsi formées, pour obtenir une équation finale 
que déterminera la différentielle dZ et la dérivée 


D.Z = 


dZ 
d< ’ 


de Z considérée comme fonction de z. D’ailleurs, la valeur trouvée de D, Z 
sera généralement, ainsi que Z, une fonction continue de z, dans le voi- 
sinage d’une valeur finie attribuée à z, ou du moins les seules valeurs finies 
de Z , pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie , seront des va- 
leurs singulières propres à représenter les affixes de certains points isolés 
et séparés les uns des autres. 

Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par une seule équation 
(a5) U=o, 

dont le premier membre U soit une fonction rationnelle des variables z, Z 
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ft des exponentielles on trouvera, en différentiant cette équation, 

( 36 ) Mj, U AZ + Az = O, 

et, par suite, 

dz _ D, r 

lu ~ Dz V' 


ou, ce qui revient au meme, 

( 27 ) 


I) 2 . 


Supposons, par exemple, Z lié à z par réquatioii 
(a8) e^=z, 

que l'on peut encore écrire comme il suit ; 


On trouvera, en dilTérentiaut cette équation, 

e* d Z - dz = o , 


et, par suite. 


l\Z —Z I 

3T~ ^ ~z 


ou, ce qui revient au même, 

( 39 ) ^hZ='-- 


Il est bon d’observer que, dans le cas où le nombre d«'s variables imagi- 
naires représentées par 

Z, ..., Il, V, w , .... Z 

surpasse d’une unité le nombre des équations auxquelles ces variables sont 
assujetties, on peut obtenir la différentielle dZ, et, par suite, la dérivée D.Z 
de Z considéré comme fonction de z, ou en différentiant, comme on vient 
de le dire, les équations données, ou en tirant d’abord de ces équations 
supposées résolubles la valeur de Z, et en différentiant celte valeur présentée 
sous la forme 

Zz=x+ n. 


Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par l'équation (38), la fonc- 
tion implicite Z admettra une infinité de valeurs distinctes qui seront 
toutes comprises dans la formule 

(3o) ' Z = c -I- Iz, 

d'Ân. rl dr Ph mal.T t V. { 47* lirr. J 43 
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1.1 conslaiile c ili-sigiianl l'im quelconque (les termes de la progression 
ariiliiiiéiiqtie 

~ 4 tî ' ) — ï n i , 0 , 2 TT i , 4 tt '>•••• 


l’ar suite, la d(“rivée de Z considiirê comme fonction de i se réduira tou 
jours à la dérivée de 


(3.) 


Is = ^1 (x‘ + y) H- i -f-arc cos-jr:^ 


D'ailleurs cette dernière dtïrivt’-e sera, comme on l’a déjà remarqué dans 
l’article précédent , 


(3a) 


D, Iz - -■ 

' Z 


Donc, en supposant Z déterminé par l’équation (28}, on aura, comme 
l’indique la formule (29), 



Observons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on déduit direc- 
tement la formule (29) de l’équation (28), sans recourir aux équations(3o) 
et(3t). 

On voit, par cet exemple, que pour obtenir la dérivée d’une fonction 
explicite Z de la variable z, dans le cas où cette fonction coïncide avec 
l’une des valeurs d’une fonction implicite déterminée par une ou plusieurs 
é(]uations, il peut être avantageux de difïérentier directement l’équation ou 
les équations données. 

En partant de la formule (32), on obtient aisément les dérivées d’un 
grand nombre de fonctions explicites qui peuvent être exprimées en loga- 
rithmes népériens. Ainsi, par exemple, comme on a [page 280], 


(33) 

oti en conclura 
par conséquent , 

( 34 ) 


. I (1 -t- zi ) — I (1 — zi) 
arc tang z = ' ^ r - - - . 


D, arc tang z = - ( — / — : | ; 

D 2\I-HZI I — Zl/’ 


D. arc tang z Z= 


De même encore, comme, en désignant par a une constante arbitrairement 
choisie, on a identiquement [3* vol., page 38i] 

(35) z“ = c**'*, 
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on en conclura 

D.s" = e-'Cnnj(s) = rt^, 
ou, ce qui revient au iiiènie, 

(3(i) li, z" = /i:""'. 

On trouvera, en particulier, 


I I 



puis ou en conclura, eu remplaçant z par i — i’, 

(38) D.(i- = 

V I — 

Kufiu, comme on aura [page a8j] 

{3<)) arcsinz = [ 1 [^TZT ? -4 îi|, 

on tirera de cette dernière équation, jointe atix rormules(3a) et (38', 


(4o) 


Dj arc sin z 


I 



I, es fonctions explicites qui , comme arc tang s, z", arcsiiiz, s'expri- 
ineut en logarithmes népériens, peuvent être aussi considérées comme 
représentant certaines valeurs de fonctions implicites déterminées par des 
éqiialioiis dont les deux membres renferment uniquement des fractions 
rationnelles et des ex|>oneutielles népériennes. Ainsi, par exemple, arc tang ÿî 
est une des valeurs de Z propres à vérifier l'équation 


(4-) 


pS z I _ ■ + «■ . 

I — si ‘ 


r" est une des valeurs de Z fournies par le système des deux équations 
(/|î) Z = e**, e“ = z-, 

enfin, arc sin z est une des valeurs de Z fournies par le système des 
équations 

(43) = u + zi, n’ = 1 — a’. 

Ola posé, on ne doit pas être surpris de voir que les formules (34) et (36) 
peuvent être déduites directement des équations (4i) et (4 ï)* 


45 .. 
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^fémoire sur les clefs algébrùiues. 


Je nomme clefs algébritjues des vanables qui n*<i{>paraisseiit que passagè- 
rement en des rormules où leurs produits sont définitivement remplacés 
par des quantités qui peuvent être arbitrairement choisies. Ces variables 
méritent doublement le nom de clefs, puisque leur intervention permet, 
non-seulement d'introduire avec facilité dans le calcul des quantités qui se 
glissent M leur suite, et auxquelles elles ouvrent la porte jMJiir ainsi dire, 
mais encore de résoudre promptement un grand nombre de questions di- 
verses. 

On peut d’ailleurs employer, comme clefs algébriques, toutes sortes de 
quantités variables, même celles que l’on nomme différentielles et varia- 
tions. 


§ I*'. — Consutéraiions grnrroles, Notaiions, 


f.xmsidérons, d'une part, m variables 
“> Si '/’■ •• 

d'auti-e part, ti fonctions linéaires et bomogènes de ces variables, repré' 
senti-es par 

t‘t jS-i V,..,, ç. 


en sorte qu’on ait 



X = <1, a -t- 

b,$ 4- f,'/ 

-e //,»!, 


1 (il = flj a H 

/<,§ -h c,-j + ... 


(•) 

' y = a, a - 
1 

6, Ç + c, 7 -I- . . . 

4- h,n. 


ç = a„ a -h 

*.5 + C.7 ... 

+ b„r,, 

rt, > *• 

A, J <7} , Aj f C] . 

■ » Aj ; rt, , Aj , Cj , 

..., //, ; 


étant des coefficients constants. Le produit 
(•») Xfiv... ; 
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lie ces roiiclions multipliées l’une par l’autre dans un ordre déieriiiiné 
pourra être décomposé en produits partiels dont chacun renferinera un 
coefficient constant avec n facteurs variables égaux ou inégaux; et l’on 
pourra, 'dans chaque produit partiel, conserver la trace de l’ordre dans 
lequel les multiplications sont effectuées, en écrivant le premier le facteur 
variable qui appartient à la fonction X; puis, à la suite de celui-ci, le fac- 
teur variable qui appartient à la fonction p.,...; puis, à la dernière place, 
le facteur variable qui appartient à la fonction De plus, après avoir ainsi 
décomposé le produit (a) en plusieurs termes, on pourra, dans chaque 
terme, remplacer le produit des facteurs variables par une quantité arbi- 
trairement choisie, et même substituer deux quantités distinctes à deux 
produits qui ne différeront entre eux que par l’ordre des facteurs, bu vertu 
des substitutions de cette nature, le produit (a) se transformera en une 
quantité nouvelle que nous appellerons piodiiil sj-niholique, et que nous 
désignerons par la notation 

(3) |Xpv...ç|, 

en renfermant le produit donné entre deux traits verticaux. Nous iiulique- 
rons les substitutions elles-mêmes sous le nom de irammutations , et cha- 
cune des quantités substituées par le produit auquel on la substitue, ren- 
fermé encore entre deux traits. Enfin, nous nommerons clejs algebiiqua 
les variables a. S, 7,..., 17 qui, niomentanéinent admises dans le calcul, 
disparaissent quand on passe du produit (a) au produit (3), et nous dirons 
que ce dernier produit a pour Jaclcurs symboliques les fonctions linéaires 
fC, V,..., ç. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait m = 2 , n = a, en sorte que 
les formules (t) se réduisent aux deux équations 

( P = «,a -e Oj 0. 

On aura, dans cette hypothèse, 

(5) Xft = a,rt,a’ -I- a, è,aê ■+■ b, u, Sa + b, 5, é’; 
par conséquent, 

(6) |Xp.| = rt, rt, I a*| -t- 5, 1 aS| -+- b,a,\è'x\-+- b, b, j S’ |; 

et, si l’on assujettit les clefs a, € aux transmutations 

( 7 ) = 1«§I = >. lê«l = 3, 1S«|=4, 
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on trouvera 

(8) |Xft] = 4- ^b,h.j. 

Ajoutons que la valeur du produit symbolique JX/iij sera modifiée si l’on 
échange entre eux les deux facteurs)., fx. En effet, en supposant toujours 
les clefs a, € assujetties aux transmutations (7), on trouvera 

(9) |/a).| = -f- 4 i- ^h,h,. 

Comme on le voit, en multipliant l'une par l'autre des fonctions linéaires 
lie clefs algébriques, on construit en quelque sorte un moule dans lequel 
des quantités arbitrairement choisies viennent prendre les places d'abord 
occupées par les divers produits de ces mêmes clefs. la? produit symbo- 
lique ainsi obtemi dépend tout à la fois et des coefficients des clefs dans les 
fonctions linéaires données, et des quantités substituées, ou, en d’autres 
termes, de la nature des transmutations. On conçoit, qu’en raison de cette 
nature, un produit symbolique peut acquérir des propriétés qui facilitent 
notablement la démonstration d'un théorème ou la solution d’un problème; 
et riiabileté du calculateur consiste à choisir les transmutations qui lui 
permettent d'atteindre avec moins de travail le but qu’il s’est proposé. 

.Si , en adoptant les notations ci-dessus mentionnas, on nomme x un pro- 
duit de clefs algébriques rangées dans un certain ordre, la substitution 
d’une quantité déterminée h au produit x sera indiquée par la formule 

(10) I X ( = k. 

Si, dans celte formule ou voulait supprimer les traits entre lesquels est 
renfermé le produit x, on devrait en même temps, pour éviter toute mé- 
prise, substituer au signe = un signe différent, par exemple le signe'-' 
que j’ai déjà employé pour cet usage dans les (’omptes rendus des séances 
de l'Académie des Sciences. .Alors, à la place de la formule (10), on obtien- 
drait celle-ci 

II) X h. 


^ U. — Uccomftoiûion somme% itltvrnées, connues sous te nom rtc réütilUnteH» en fnctcury 

symboliques. 

Ix‘s sommes alternées que nous avons déjà considérées dans le second 
volume de cet ouvrage (page iGo), peuvent être facilement décomposées en 
produits symboliques. 

En effet, considérons d’abord la somme alternée s , formée avec les quatre 
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lermcs du lableaii 

0) r*’*'’ 

( «JJ «ij 

et fournie par l'équation 

(a) • s = S(^±.a,h,)=a,hj — a,h,. 

Si l’on donne |>our coefficients à deux clefs algébriques a, ë dans «leux 
fonctions linéaires ft, les termes que renferment la première et la seeonde 
ligne horizontale du tableau (i), on aura non-seulement 


(3) 

mais encore 


). = /t,a -h l),ê, 


(/l) |X/x| = |a»| H- rt,f»,laS| + A,rt, lêa] -f f), [S’I; 

et, pour (|ue le produit symbolique | X/x | se réduise à la résultante j , il suf- 
fira évidemment de poser 

(5) |a»| = o, |aSl = i, |êa|=-i, |ê’| = o. 


Sous cette condition, l’on aura 


( 6 ) j = |X;x|; 

et X, fx seront les facteurs symboliques de la résultante s.' 
Si, aux formules (5) bn substituait les suivantes ; 

(?) lît’! = Oj |éal=-|aÊl, |S*| = o, 

alors, à la place de l’équation (G), on obtiendrait la formule 

|Xfx|=j|ae|, 

on 


(8) 



dans laquelle il suffirait de poser |o§| = i pour retrouver l’équation ( 6 ). 
Remarquons d’ailleurs que la seconde des formules ( 7 ) peut s’écrire coniiiie 
il suit : 

(9) jaê|-+-|êa| = o. 


et que la formule (g) donne | a* | = o ou | §* | = o quand on y suppose 
6 =: a. Donc, en définitive, les transmutations ( 7 ) sont toutes trois com- 
prises dans la formule (g). Donc il suffit de recourir à cette formule et à 
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celles qui s’en déduisent, pour obtenir l’équatioii (8), et, par suite, pour 
iléiomposer en facteurs symboliques la somme alternée s, c’est-à-dire la 
résultante algébrique formée avec les quatre termes du tableau (i). 

llonsidérons maintenant la somme alternée s formée avec les divers termes 
du tableau 

^1 » ^1 ï I - • , 

(10) j l>j, c,,..., fl,, 

n„, l>„, //,, 

et fournie par l’équation 

(11) s = S{± a,b,c,... fl,) = a,b,c,... fin — 

le nombre des lettres n, b,c,...,h étant égal à n. Représentons d’ail- 
leiii-s par 

a» 6, 

n clefs algébriques distinctes, et par 

X, fc, V,..., s 

n fondions linéaires île ces mêmes clefs. Si l’on donne à ces clefs pour 
eoeflicienis, dans les fonctions linéaires X, ft, v,..., ç, les ternies que ren- 
ie! ment la première, la deuxième, la troisième, etc., la dernière, ligne hori- 
zontale du tableau f5), c’est-à-dire si l’on pose 

\ — n,a. b,î + c,^l + h,ii , 

I ^ = r/j K Ê -1- c, •/ -H /f,»î , 

• I -j) ' 'J = ( 1 ,% + b,^ + c,‘j + ... + b, f, , 

I ■ 

' ç ■= fi„a -h b„? + c,y +■ ... + h„n', 

le produit symbolique 

(l'j lXjuv-..çl = *,laê-/...)î| -f- ... 

sera évidemment une fonction linéaire du produit 

a,b,c,... fi„, 

et de tous ceux qu’on |ieut obtenir en multipliant I un ]>ar 1 autre ii facteurs 
distincts ou non distincts, pris dans la suite 

fl, b, c,..., b , 
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et en plaçant, au bas de ces facteurs écrits à la suite les uns des autres, les 
indices i, a, 3,..., n. Ajoutons que, si l’on représente par k l’un quel- 
conque de ces produits et par A: |x| le ternie proportionnel à k dans le 
second membre de la formule (i3), il suf6ra, pour obtenir le produit x, 
d’effacer dans le produit k les indices placés au bas des lettres, et d’y substi- 
tuer partout la lettre a à la lettre a, la lettre ê à la lettre b, etc., la lettre r) 
à la lettre h. 

D’autre part, pour que le produit A' soit l’un de ceux que contient la 
résultante s, il est nécessaire qu’il renferme une seule fois cbacune des 
lettres 

a, b, C,..., A; 

et, lorsque cette condition sera remplie, le produit k pourra être, dans la 
résultante s, affecté du signe -t- ou du signe — . Il y sera, en effet, affecté 
du signe -f-, si, pour passer du produit 

O, Aj Cj... b„ 

au produit k, il faut opérer entre les lettres a, b, c,...,h, prises deux à 
deux, un nombre pair d’échanges, et du signe — dans le cas contraire. 
Donc, pour réduire le produit symbolique jXfjtv... çj, déterminé par la 
formule (i3), à la résultante s, on devra poser 

(.4) |x| = o, 

quand l’une quelconque des lettres 

a, e, y,..., ri 

entrera deux ou plusieurs fois comme facteur dans le produit x, et poser, au 
contraire, 

(.5) lx| = ., 

OU 

(16) |x|=-i, 

quand le produit x renfermera une seule fois chacune des lettres 

a. S, y,..., ri, 

la formule (i 5) étant relative au cas où l’on sera obligé d’opérer entre ces 
lettres prises deux à deux un nombre pair d’échanges, pour passer du pro- 
duit |aSy... r, I au produit | x|. Sous ces conditions, la formule(i 3) donnera 

(17) j = |XpA.. fl; 

Ex. d'ÀMé et dx Vkyi. mxih,, T. IV. (48* Uvr.) 4^ 
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et, par conséquent, X, fi, v,..., ; seront les facteurs syniboliques de la ré- 
sultante s. 

Si, en conservant la formule (i 4 )> oit remplaçait les formules (i 5 ) et (i6) 
par les suivantes : 

(18) lx|= |aê7...ij|, 

(19) |x| = — laSy... >j|. 


alors, à la place de l’équation (17), on obtiendrait la formule 

|Xfxv... ç| [aêy... ni, 
ou 

(ao) 

dans laquelle il suffirait de poser 




(ai) |aSy... n| = I, 

pour retrouver l’équation {17). 

Au reste, pour déduire les formules (i 4 ), (<8) et (19) des transmutations 
de la forme • 

(aa) |êa| = — |aS|, 

il suffit d’admettre que les transmutations de cette forme continuent de sub- 
sister quand on introduit une ou plusieurs fois de suite dans les deux 
membres, entre les traits verticaux , de nouveaux facteurs auxquels on as- 
signe les memes places, et qu’elles continuent encore de subsister quand les 
divers facteurs lie sont pas tous distincts les uns des autres. 

Ainsi, par exemple, si les clefs que l'on considère se réduisent à trois. 


S, /, 


on pourra évidemment, avec ces trois clefs, former les six produits sym- 
boliques 

j |*6'7l, |ê-/a|, |-/aê|, 

I laySI, Igayj, 


(a 3 ) 


Alors aussi les transmutations de la forme ('la) seront au nombre de trois, 
savoir : 


(a4) |yê|=-|e-/|, |ay| = — |ya(, |Sa| = — |aê|. 

Or, si dans chacune de ces dernières transmutations un introduit la clef 
qu’elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lui assignant dans 
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chaque membre ou la première ou la dernière place, on trouvera, daiu le 
premier cas, 

(i5) |ayê| = — |aoy|, |Êay| = — |êya|, | y§a| = — | yaS | ; 

dans le second cas, 

(a6) |-/ïa| = — |êyaj, |ayS| = — |yaS|, |êay| = — jaSy |. 

On aura donc 

I asy I = I êya I = | yaS |, 

= - |ayêl = -|êay| = - lyagf; 

et, par suite, en nommant jx| l’un quelconque des produits (a3), on 
trouvera 

(a8) |x|= |a€yl, ' 

OU 

(^9’) |x| = — l«éy|, 

suivant que le produit | x | se déduira du produit | aây | à l’aide d’un nombre 
pair ou impair d’échanges opérés entre les trois clefs a, S, y prises deux à 
deux. Ajoutons que, si les formules (a4) et celles qui s’en déduisent conti- 
nuent de subsister quand ces formules renferment deux ou trois facteui's 
égaux entre eux, elles entraîneront avec elles les transmutations 


(3o) 

|a*| = o, 

°3 

II 

O 

|y>| = o; 

(30 

1 |ê’7| = o, 
1 = 

|y’a| = 0 , 

1 •/«’ 1 = O, 

|a’êl = o, 

1 Sa» 1 = 0 , 


c’est-à-dire les transmutations de la forme 


(3a) |x| = o, 

|x| étant le produit symbolique de trois facteurs dout deux au moins se 
confondent l'un avec l’autre, et chacun de ces facteurs étant l’une des trois 
clefs 

a, 6, y. 

On vient de voir avec quelle facilité s’opère la décomposition des sommes 
alternées en facteurs symboliques. Celte décomposition une fois opén-e , on 
peut s’en servir avec avantage pour découvrir ou pour démontrer les prin- 
cipales propriétés des sommes alternées. D’ailleurs, les transmutations aux- 
quelles nous avons été conduits par le calcul, ont des formes spéciales 

46.. 
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comprises elles-mêmes dans des formes plus générales qui méritent d’étrc 
remarquées, et qui seront indiquées dans le paragraphe suivant. 


§ Ul. — Tranamulations géométriques et homogènes. Transmutations et clefs anastrophiques. 

Étant données n cleis diverses 

a, 6, 7 ,..., r,, 

soient 

lei, M. Ul 

divers produits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-unes 
de ces clefs. I..es transmutations auxquelles on assujettit les clefs a, ê, 
7 ,..., Tj, pourront être de deux espèces différentes. En effet, chacune de 
ces transmutations pourra ou fournir immédiatement la valeur k d'un pro- 
duit symbolique | x | , et se réduire ainsi à la forme 

(I) |x| = k, 

ou établir une certaine relation entre divers produits symboliques 1 5 |, 1 1 1, 
|x|.... On doit surtout remarquer les transmutations qui fournissent les 
rappor/s géométriques de ces produits, pris deux à deux, et qui seront 
nommées, pour cette raison, transmutations géométriques. Considérons, 
pour fixer les idées, une transmutation géométrique qui fournisse le rap- 
jK)rt rde deux produits symboliques |x|, |i|. Cette transmutation pourra 
s’écrire comme il suit ; 

(a) |x|=rl(|, 

et le rapport r prendra le nom de module. Cela posé , il est clair qu’à chaque 
transmutation géométrique corresjmndront généralement deux modules 
inverses l’un de l'autre. Car le module r étant le rapport géométrique de 

|x| à |(|, le module inverse^ ou r~' représentera le rapport inverse de 

|i| à [xj, et la transmutation (a) pourra encore être présentée sous sa 
forme 

(3) M = ,-lx|. 

Cette même transmutation sera nommée réciproque, si la formule (a) con- 
tinue de subsister quand on échange entre eux les produits symboliques 1 1 1, 
|x|, c’est-à-dire si l’on a non-seulement 
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mais, ivciproqucment , 

(4) |t|=r|x|. 

Dans cette dernière hypothèse, la formule (4) devant se confondre avec la 
formule (3), les deux modules r, r“* deviendront égaux entre eux, et l’on 
aura en conséquence 

r — r-\ 

ou, ce qui revient au même, 

(5) r> = ., 

# 

puis on en conclura ou 

(6) • r=i, 

OU 

(7) 

formules (a), (3), (4) seront réduites, dans le premier cas, à la 
transmutation 

(8) l>‘l = l‘l; 

dans le second cas , à la transmutation 

( 9 ) 1>«I = -|‘|. 

que l’on pourra encore écrire comme il suit : 

(10) |x|-l-|tl = o. 

Si, dans une transmutation géométrique 


les produits symboliques | x |, 1 1 1, que renferment les deux membres, se ré- 
duisent à un seul et même produit symbolique |x|, le module r sera néces- 
sairement l’unité, et la transformation réduite à la forme 

(.1) l>t| = l=‘|. 

sera ce que nous nommerons une transmutation identique. 

Si les produits |x {, | (| sont distincts, mais composés des mêmes facteurs, 
chacun des facteurs étant l’une des clefs 

a, 6, 7,..,, n, 

et si ces deux produits ne diffèrent l’un de l’autre que par l’ordre dans le- 
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quel ce» facteur» sont écrits, la transmutation 

|x| = r|i| 

sera dite homogène, quel que soit le module r. Elle sera homogène et réci- 
proque si le module r se réduit à l’une des deux quantités — l , + i . 

Le t/egre' d’une transmutation homogène sera le degré même des pro- 
duits dont elle détermine le rapix>rt géométrique, c'est-à-dire le nombre ;n 
des clefs employées comme facteurs dans chaque produit. La transmutation 
sera dite binaire, lorsqu'on aura m = a; ternaire, lorsqu’on aura m = 3; 
quaternaire, lorsqu'on aura m = /|; etc. « 

Ainsi, par exemple, les clefs donnée» étant a, ê,*/, etc., les transmuta- 
tions homogènes 

|êa|=|aS|, lëa| = — |aSl 
seront binaires ou du second degré; les suivantes 

l7aô| = |«g7|. I = — |aê*|,..., 

seront ternaires ou du troisième degré; etc. 

Avant d’aller plus loin, il sera bon d’examiner attentivement les divers 
produits symboliques 

|5|, |/.|. |t|, 

que l’on peut former avec in facteurs distincts arbitrairement choisis parmi 
les clefs 

a, ê, 7,..., >!, 

et de comparer ces divers produits à l’un d’entre eux pris pour type, par 
exemple au produit .symbolique |s|, dans lequel les diverses lettres qui 
représentent ces mêmes facteurs se trouveraient rangé-es dans l’ordre indiqué 
par l’alphabet. 

Soit 1 9 1 l’un quelconque des produits eu question. Lorsqu’une clef placée 
avant une autre clef dans l’alphabet, ou, ce qui revient au meme, dans le 
produit |«1 sera, au contraire, placée après elle dans le produit |Ô|, nous 
dirons que le produit 1 0 \ offre une inversion relative au système de ces deux 
clefs. Le nombre total des inversions, dans le produit j 6 1, sera évidemment 
égal ou inférieur au nombre des combinaisons que l’on peut former avec 
m lettres prises deux à deux, c’est-à-dire au rap|X)rt 

a ’ 

et pourra d’ailleurs être pair ou impair. En d’antres termes, le nombre des 
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inversions, divisé par a, donnera pour reste o on i. Ce reste sera ce que 
nous noimnerons riW/cedu produit |5|. Cela posé, on pourra partager en 
deux classes les divers produits svmboliques formés avec in facteurs dis- 
tincts, et ranger chacun de ces produits dans la première clmse ou dans la 
seconde, suivant qu'il aura pour indice zéro ou runitc. 

Soient niaintenant 

M. I=<1 

deux produits symboliques distincts formés avec les in facteurs donnés. On 
pourra déduire le produit | z | du produit 1 1 (, soit à l’aide d'un seul échange 
opért; entre deux clefs, soit à l’aide de plusieurs échanges de cette espece, 
et même supposer chaque échange opéré entre deux clefs juxtaposées, c’est- 
à-dire entre deux clefs dont l’une suit immédiatement l’autre dans le pro- 
duit symbolique [(j. Kn effet, à l’aide de semblables échanges successive- 
inent opért's, on pourra toujours, dans le produit symbolique |i|, amener 
une clef quelconque à une place quelconque. On pourra , par exemple, 
amener à la première place la clef qui occupe effectivement cette place dans 
le produit |x|; on pourra ensuite amener à la seconde place la clef qui, 
dans I y.|, occupe cette seconde place, etc.; et continuer ainsi ju.squ'à ce que 
du produit syml>oIique |x| un ait déduit le produit symbolique 1 1 ], D’ail- 
leurs, lorsque dans un produit de ni clefs distinctes on échange entre elles 
deux clefs juxtaposées, un tel échange fait évidemment naître ou dispa- 
raître une seule inversion; par conséquent, il fait pas.ser ce produit de la 
première clas.se à la seconde, ou de la seconde classe à la première. Donc 
les produits |i|, |x| appartiendront l’un à la première classe, l’autre à la 
seconde, 'si on peut les déduire l’tin de l’autre par un nombre impair d’é- 
changes successivement opérés entre des clefs juxtaposé-cs; ils seront de 
même classe si le nombre des échanges de cette espèce, à l’aide des(|uels on 
peut déduire |x| de |t|, est un nombre pair. 

Si l’on considérait , dans le produit 1 1 1, deux clefs <x. S, tlont la seconde è 
ticcuperait, à la suite de a, non plus la première, mais la f"”' place, il sufli- 
rait, pour échanger ces deux clefs entre elles, d’amejier à l’aide de l 
échanges successivement opérés entre des clefs juxtaposées, la clef a à l.i 
place primitivement occupée par la clef ê, puis de ramener la clef ê de la 
place précédente à celle que la clef a occupait d’abord, à l’aide de /— j 
autres échanges opérés encore entre des clefs juxtaposées. I.e nombre total 
des échanges elfectués dans l’un et l’autre cas étant a Z — i , par consé- 
quent, un nombre impair, nous devons conclure que les produits symbo- 
liques |i|, |x| seront toujours de classes distinctes, s’ils se dédiiis*mt l’un de 
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l'autre à l’aide d’un seul échange opéré entre deui clefs, quelles que soient 
d'ailleurs les places contiguës ou non contiguës occupées par les deux clefs 
dans chacun des deux produits. 

Par suite aussi, le nombre des échanges à l’aide desquels on pourra dé- 
duire l’un de l’autre deux produits |t|, |x|de m facteurs distincts, sera 
toujours, quelles que soient les clefs échangées entre elles, un nombre pair 
si ces deux produits sont de même classe, ou, ce qui revient au même, si 
la différence de leurs indices est zéro; un nombre impair si les deux pro- 
duits sont de classes différentes, ou, ce qui revient au même, si la diffé- 
rence de leurs indices est l’uuité. 

Concevons maintenant qu’après avoir formé les divers produits symbo- 
liques qui peuvent être construits avec m clefs distinctes, on égale entre 
eux tous ces produits, pris les uns avei: le signe -(-, les autres avec le 
signe — , suivant qu’ils appartiennent ii la première classe ou à la seconde. 

formule ainsi obtenue déterminera les rapports géométriques de tous 
ces produits; et, si l’on nomme (t|, |x| deux quelconques d’entre eux, 
on aura 

(ta) lx| =(- 

l étant la différence entre les indices des deux produits 1 1 1, | x|. £n d’autres 
termes, ces deux produits seront liés l’un à l'autre par une transmutation 
homogène et réciproque, dont le module r sera 

(.3) r=(-,y. 

L’exposant / de — i dans ce module, c’est-à-dire la différence entre les in- 
dices des deux produits, toujours équivalente à zéro ou à l’unité, sen 
Vindice de la transmutation qui se réduira évidemment à la formule (8) s 
l’on a 1 = 0, à la formule (9) si l’on a / = 1 . 

Parmi les transmutations comprises dans l’équation (la), on doit remar- 
quer la transmutation qu’on obtient quand les deux produits |x|, |(| se dé- 
duisent l’un de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré entre deux clefs, et 
qui est toujours de la forme 

Telle sera, par exemple, la transmutation binaire 

|Êa|= - |aS|. 

Telle sera encore la transmutation 

I a(£/ê« I = — I aêyds | , 
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üans laquèlle les deux procKtits symboliques ■|6(êytft|,-|a^/f£] se déduisent 
j’iin de l’airtre J l'aide.d’ua seul' écban{çe opéré'.entre les detw clefs S'7 d. 
Une telle transmiitatioù sera nommée- anastrophique-, spil principal carac- 
tère étaiitd’ëspéce.d’inyersion {avaatp<^fïi, inversÎQ, seu ccHiOersio incontra- 
rimn pariem)i qui résulte, pour un- produit symbolique (t-l d'un échange 
opéré entre deux clefs. Pour bien voir, en quoi consiste cette inversion, il 
siilTit d’odîserver que la valeur ■x^^ln produit symbolique Ipeut être repré- ’ 
sentée, comme-toute autre quantité, 'paruhe longueur portée, à partir d’-un ; 
point fjj^^ çmV une jËerCaine. droite, dans un® certaine direcfipu lorsque, 
cette Valeur est positive, dans une direction inverse pu cpntfaire lorsque 
cette yajeiir est négative; et qu’une' transmutation' anastropiliqvie faif cor- 
respondre à un échange opéré^entre deux clefs 'ou, ce qui revient aumême, 
à Vinvecsion du système des deux lettres q’ui désignent' ces clefs dans un 
prpduil symbolique, Une autre inversion^ savoir le cbàngement de. direc- 
tion déjà longueur qui représente le produit syinbbliq'ue, et qui se trouve , 
apres 1-échange, dirigée ên-sena tuverre,. " 

Ixtrsqu^on. ne peut, du, produit synibuliqne.|t|, déduire-le pfoduit.|x|, 
formé avec, les mêmes clefs, -à l’aide d’un seul écbange,.Qpéré entre detix dé- 
cès clefs, on petit du moins passée d’un produit à l’autTC -à'I’aide-de plu- 
sieurs sbiublables échanges. Alors, pour-(|ue les. produits.^ i'|,,]x| vérifient 
,1a formule (lu), il sulfi,i-évidemment dpdes assujettir, avec irà'produits'iqter- 
médiaires successivement obtCtHis, auxltransmutatiops'anastropbiques (hjiil 
chacune exprime que deux produits consécutifs offrent la mèmè valeur nu- 
mérique, l’un des deux' é ta ut égal àl’auifre précédé du signe — . ' 

Ainsi-, par exemple^ pour, que les trois clefs 


1/ • «.' S* 7 ■. 

. vérifient la'- transmutation . , , 

. " ^ . -I“67| =l7«S(, ' • • 

il siiflit, qu'elles vérifient les qeiix transmutations anaslrophiques • 


formée#lrvec lésdéux produits j «67 1 , [701? j et le produit interméthaire | <r/Sj. 

De ce -qu.'en vient de clirç, il r^uitc que.,' pour assujettir un système 
i\e ri clefs .*, • • ***.-• ‘ - • 

'/>-•••♦ >î • . 

U tontes les transmutations homogènes et réciproques de la forme indiqué 
rji,. '«/'/r Pi. IIMI*.. T. tv. (- 18 * lUr.} *.* ' 47 


(■. 370 ) 

par r<-qualiqn \ra), il siiftU df les assiijctftii: aux diÿrrses traiistmilation> 
ahkstrbphiques qiiç l’on pcnt formel; avec d<S- fadeurs distincts'arbitraire- 
iiient dioisiç parmi' ces niéniès clefs. : 

Jusq'ii’ici, nous avons supposé que, dans une transnïü(ation anastro* 
phrique. • • . ' ■ . . _ * . . , ■ 

les diverses, def^ étaient diîitinrtes rime de l’autre.' Supposoirs indu tenant' 
qu’il Cfi soit autrement , et' que des deux clefs échangées enlj;e elles, la se- 
condé ne' différé pas tie la première. Alors les produits syinbdlî<pies|.if, 

I x[.ne’différer()nt pas J'nn de l'autre, et la trausinutntiqn .inastroph'ique 
donnerti ' ' . ' ■ . . • ■ ’ * 


ou, ce qui re\i'enl.uü inéûie. 


X = - X 


a a = o, 


et, par suite,, . . -. . . 

(•4) • • , ' • lx|,= O.-' - • 

Dotjc, lorsque dans le'produit |x| les diverses clefé eiiiployées comme fac- 
teurs nè s«nt pas toutes distinctes, les unes des aiUrot, la'trarisiilujationj(i4) 
pei|t.étre envisagée comme une transmiuàfion anastropûiqpe dans lâqtielle 
les (leux fa(:teurs échangés'.ciitra eirx sont représentés par la méme letits', ’ 
Ainsi, par cxeniple, les deux transiUutations 

• * . * ' 

se confondent aVec les deux' forinuk» . ' • ' _ •• 

.. j.'aaS'l = — |ààç|,. 


ata 




c'est-à-dire avec deux transmutations anastrophiques dans lesquelles les 
deux clefs »tliang(’cs entre elles sont représentées i’une- et l’autre par l,a 
lettre a. Ajoiitoits que, dans" les transmutations de cette espèce, ou peut 
sans inconvénient écrire sous la forme de puissance nn produit dé facteurs 
consécutifs ('gaux' entre eux. Ainsi, eu particulier, lo transiniitalioi^ 

' _ • _ 1 = o , . \ 

' * -» •» 

|imirra être présentée sous la forme , ' _ . 

• •. . \aH\-^\^ J. . ■ 

Ixs iiôlious précédentes étant admise», considérons un système de clefs 
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asstijellîes- » vérifier lei diverses Uàissunitalions aiiastr6|)hiqiies. que l'on 
peut formcr avcc.des produits sylnboliijues de facléurs disliiicts oU'iion <Hs- 
tiiicls, arbitrairemçnrchoisis parni! cçs mêmes clefs. Ce système et ces ciels 
sei'ont nniiiiliês ntiastmpki/iurs. Cela posé, sije systèipe^les ciels 

t * . . . • 

. ■ . ' • a, ê.’y,..., r. . s 

est anastropliique,. tout produit symbolique dans lequel ime même clefeil- 
Irera'une ou plusieurs fois comme ■facteur, offrira- iine valeur nulle. Quant 
aux produits symboliques qii'op pourra former avec des clefs détêrhiînêes, 
prisées dans le système, mais distinctes les unes des autres, ils ollriront toirs 
la même valeur numérique, leurs signes étant semblable# on contraires, 
suuaiit qii’ils seront de même classe ou de classes dilfépentes. On connaîtra 
xlfftic les rapports gêpm’étriques des-divc'ri protlui.tA symboliques dans les- 
<piels entreront les mêmes clebf suppost’es distinctes les unes des autres. 
Mais les transmutations anastro‘pliiques,'qui établiront ces rapports, jM"r- 
mettront de choisir arbitrairement l’un de${>rô(luits syniboliques construits 
avec des facteurs donnés. Il convient d’ailleurs d’efiettfier ce choix de ma- 
nière à simplifier les formules. C’est ce que nous avons di'-jà fait dans le 
^11, où les etelf 

. . * ■ I ^.1 V » '* ■ I * ■ . 

que renictf|mt les facteurs üymlmUq.res d'iiiia somme alternée} peuvent 
être ennsH^Ves comme des clefs anaslropiiiquel assujetties à vérifier, floii- 
seulement les Ir.-insralitations atiastrophiqiies dans lesqufllés elles entrent 
comme facteurs, mais aussi la condition ' - . 

• * . * **.•** .» •' V * ’ ’ -• 

Kii supposant que 

!<!•' ■ 

représente.nt des produits Symboliques de dçgrês égaux ou inéganx, on peut, 
après avoir multiplié l'un. par l’autre deux .ou plusietirs de <;es produits, 
remplacer'lp résultat par le produit unique qu'on obtiendrait si l’on-siip- 
primail les traits Verticaux qui séparent deux produits écrits à la suite ruii 
tJe rniitrc..I.â. transmuttUion qu’ôn formera de; 'Cette ■manière sera nommée 
traiKmutaTioii'con/onctii'e..X^iles sont^par exemple, les trausiuutations 

. ■|.a‘||er.-ia*S], 

dans lesquelles |lf ne diffère |>as de 6, ni |Vj de t, 

' 47 - 
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Cela posé, pour qu’un système (Inmr de clefs ' , ■ . . 

• ■ • . • ■ ■ a. 6)' Vi-y* »? . 

soit anastrôphique, il suffît évidemment que ces clefs vériflent d’ime part 
les transmutations anastrophiques binaires', c’est-à-dire les transmutations 
qui se présentent sous l’une des deux formes- . ' 

(> 5 ) . • 

(■6V- '• '■ . |a’l=o^ . 

d'autre part, les diverses transmutations conjonctives forméeaavçc çesniémé.v 
clefs. En eCTet, potir que les clçfs a, ë, y,...,- ri soient anastrophiques, il 
suffit qu’elles vérifient les transmutations anâstrqphiques dans lesquelles" 
deux facteurs consécutifs sonV échangés entre eux, et^'une quelconque de 
ces transmutations anastrophiques pourra tpùjourâ être déduite d’une trans- 
mutation anastrophique du second degré, jointe à deux transmutations 
conjonctives'. Ainsi, par exemple, pour établir l’équation • ' 

> . ' lÆyëdEj I aSy<?£ ), 

il suffira de joindre à la transmutation anastrophique binaire 

. • _ Jy€J = ^)èyj. ■ ; • • 

les deux transmutations conjonctives ^ - ^.1* 

I al i y5 i I d£ 1 - ^4 1, i a |-[gy 1 1 d£ I - 
(Concevons à présent qu’étant.données « defs anastixiphiques 
’ «* ë, y,..., n, 

on désigne, à l’aide des lettres • ■ . • ' 

;i fohctions'linéaires de ces mêmes clefs' Soient d’ailleurs . . . 

; ,m. |K.|, * ' 

dëux produits symboliques formés ^avec m facteurs arbitrairement choisis, 
non plus parmi les clefa a, g, ’/ra., >), mais parmi les termes de la suite 
ft, V,...', ^.«Enfin , supposons que les produits |I.Jt |K‘[, dont les facteurs sont 
les mêmes, se' déduisent l’on de l’autre à Seul échange opéré 

entre ces factéurs. 'On pourra' décomposer p|‘id^|Sf(^-pi^uits partiels qui, 

* ■***'■ 
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pris ’den» à deux, correspondront. et revêtiront les formes. • . 

A désignantiin coeiBcieDt -constant, et |t|> jx| deux produits symboliques 
formés fous deux avec les clefs «i., -6, rangées dans un ordre tel, 

que jx |. se déduise de 1 1 i’atde d’un seul échangé opéré entre ces clefs. Or, 
les.cleis a, ê, >j étant supposées anastrophiques , on aura . " 


par conséquent^ 


|xl = - li|; 

^|x| = -^fr|. 


Donc les produits symboliques |1|, [Kj se composeront de termes qui, pris 
deux à deux, seront égaux, aux signes près, mais affectés de signes con- 
traires , et l’on aura encore 

'« 7 )' ^ ■ IK| = -|I[. - . 

Ainsi, par exemple, dans l'hypothèse admise, les termes de la suite 


X, p. 


? • 


vériBeront les transmutations anastrophiques ' 1 . 

Il y a plus : la. formulé (17)) qui subsistera quels que soient . les faéteuis 
échangés entre eux dans les produits (ij et |K‘|, s’étendra,- dans L'hypothese 
admise, tout (Jahiiue la transmutation anastrophique 

au cas même où les deux facteurs échangés entre eux seront représentés 

par la Mme lettre, -et donnera dans cç cas 

’C ■ , - * - T < 

ou, ce qui revient au même, 

• aiKi=o; . . ‘ \ 

et, par suite, t • 

“*> ■ 

On aura , par exem^', ' r •’ * . 

' 1 ^ 1 = , 
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ou, ce qui revient au même,. ' . ■ . ■ ' • • ’ 

Ola posé, la suite . _ ' ’ . 

. . X, fl., V,..., ç . ' • ' 

composée de lerme^r qiit vérifieront les transniutaliôns de la’ forme k 1 7) 
ou (18), c’est-à-dire les’ transmutations anasfrophiqiies -formées avec \les 
produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi Ces termes, 
pourra être considérée comme représentant un nouveau système de ciels 
anastrophiqiies. Eu conséquence, on pourra énoncer In proposition sui- 
vante : ' 

Théorème. .Si,, avec n clefs anastrophique» 

.*■ S, r, . . ' . ■ 

ou construit n fonctions linéaires • • ’ . ' 

ces fonctions constitueront encore un système de clefs anasiropliiques. 


§ IV. — S'tir {fS fonctions représentée^ par des pmdaits srmùottqurs de elefs anastniplinfor^. 

Dans k- ji II de ce Jtlémoire ,. la recherche des facteurs symboliques’ des 
s'ommes alternées nous a mis. sur la trace des clefs anasiropliiques. En sui- 
vant ime marche inve.i-se, nous allons déduire de la eonsidératiiui de ces 
mêmes clefs , non-seulèmént la po.tion des sommes alternées conuncs.sons 
le nom de résiiUanled , mais enCore leurs principales propriétés.. 

.Soient ■ • . • . 

a, 7,..., r, .. 

n clefs anastrophiques, et^ ' ■ . • ’ ^ 

I • p,, V,.... 'ç . • 1 ' 

n fonctions linéaires de ces clefs, déterminées p.ar l/s équations , i-a) du 
§ II, c’est-à-dire par les formules 

/ ). = rt, « ■ H V», ê -+- C, 7 -t- . . . -4- //, , ■ 

fX O, a -e A J ê c, 7 -t- . . . -C A, . , 

V — Oj aM- ê -l- Cj 7 4 - . . . -t- //, >; . 

. i ; =««« + r ,7 4 ... t- As»:. 
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F-o produit symbolique ^ ‘ 

ç|,. 

‘décomposé en produits partiels, ne pourra olïrir auciiii terme dans ■leipiel 
entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, l’une des cle/s 

a. ë, y,...,- >3, . 

par conséquent aucun terme dans lequel reparaisse deux ou pltisieurs.fnis 
l’ime des lettres? . . , , 

‘ . ' ■ n, b, c,..., h; 

mais il repfermera,. outre le produit partiel 

A, |aSy... »3 1, ’ , 

jous ceux qu’on' peut en déduire ^ soit à l’aide d’un échange opéré d’une 
part entre deux clefs, d’autre part entre celles des lettres 

qui correspondent à ces deux, clefs, soit à l’aide de plusieurs échanges rie 
cette csj>cce. D’ailleurs-, comme un échange Ojx'-ré entre deux clefs dans un 
produit «le la forme ’ ■ • • ' 

. - , j«Sy...>îl . 

a pour effet unique de changer le-signede ce produit^ on dint évidemment, 
de ce qu’on vient «le dire, conclure que l’on aura 

(il) f jacy..; »j1, ' . 

ic étant la soiiuUe'fprun obtient «piand au prorluii 
1 ^ 3 ) ■ ■ ’ . 

on ajoute ceux qu’on peut en déduire à l’aide-d’un^’ou plusieurs «échanges 
opérés «uitre les lettres n, A, c,.,., A, chacun de ces dernifrs produits étant 
pris avec- le signe ou avec le signe — suivant que le nomhre des 
échangés est pair ou impair. Or. la somme ainsi formée est précisément la 
somme al ternée qu’oft nomme la rér«/rnn/e trtA/ea//* 
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et, pour réduire le produit symbolique |Xiiv... ç(^ cette même sotniue, il 
sullitihe poser , • . . 

(,5) |«ç7... jjj = I, 

ce qui réduit l’équation (3) à la formule 

• ■ f-=-|Xj3v... ç|, ■ • 


déjà obtenue dans le § II. ' ' 

Le deÿré de la résultante s n’est autre chose que le degré du produit (3) 
et des produits de même espèce, c’est-à-dire le nombre' n des facteurs ren- 
fermés dans chacun de ces produits. 

Si la récitante s est du second degré, la formule (6) donnera 

^ f = lipj =<J,A, - . . 

et Si la résultante s est du troisième degré on trouvera 
, j[8y * = = — n,b^Cj, +(i,h,c, — a,h,c, + ari,c, - n,h,c,, 

i ’L*- ©te* . » • • 


' En général, si Ton désigne par la notation 
S(:±a,A,ç,.;. A„) 

la somme qu’on obtient en ajoutantaii produit (3) ceux qui s’en déduisent 
à Taide d’échang'es opérés entre lés lettres a, b, c, etc., prises-deux a 
deux, chacun de ces produits étant pris avec. le sigpe'-t- ou avec le signe — , 
suivant que le nombre des échaiiges est pair ou impair, la formule (6) 
donnera 


(9Î j= ;| = S(±a,A,c,...'A,). 

Parmi les produits dont se compose là résultante s, le produit (3), c’est- 
à-dire le produitdes termes rangés^ dans le tableau (4)« sur la diagonale qui 
retiferme le prenûer terme a, y mérite d’élre remarqué. Nous le nommerons 
produit principal. Les diverses lettres qili entrenC dans ce produit, et les 
divers indices écrits au bas de ces lettres caractérisent, dans le tableau (4), 
d’une part les termeà situés dans les diverses lignes verticales, d’autre part* 
Jes termes situés dans les diverses lignes horizontales. Un échange opéré , 
dans le produit |p-incipal a, 4,entre deux lettres que renferment deux 

dignes verticales données, a le même effet qu’un échange opéré entre les • 
indices qu’ëlles portent; e( chacun des produits qui se déduisent du produit 
principal; à l’àide de semblables* échanges, renferme nécessairement un 
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seul terme pris dans eiiaque ligne verticale du tableau (4), et un seul 
terme pris dans chaque ligne horizontale. D’ailleurs, ces produits peuvent 
être partagé.s en deux cla.sscs, chaque produit étant de première ou de sè- 
fonile classe, suivant «ju’il se déduit du produit prinlipal par un nouibre • 
pair ou impair d’échanges; et la résultante s est simplement la somme (^u’on 
obtient quand, aux produits de première classe jiris avec le signe -t-, on 
ajoute les produits de seconde classe pris avec le signe — . - 

Ijorsqu’on échange deux lettres entre elles ou deux indices entre eux, 
non plus dans le produit principal, niais dans la résultante s, on voit 
chaque produit partiel, cl, par conséquent, là résultante elle-même, 
changer de signe. Donc la résultante s change de signe lorsqu’on échange ^ 
entre elles- dAix lignes verticales ou deux lignes horizontales du ta- 
bleau (4^.. * ' ' 

Lorsqu’on faisant tourner le tableau ( 4 ) autour de la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme n, , pn échange entre elles les lignes verticales et 
horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours les mêmes 
produits; et, par suite, l’écliange opéré entre les deux espèces de lignes 
n’altère ni le produit principal formé avec les termes situés sur la diagonale 
autour de laquelle tourne le tableau (i 4 ), ni la résultante s. Donc la résul- 
tante s du tabU-aii (.4). ‘■*1 onssi la i-ésultaute_^du suivant: . . - 


(10) 




- ^ htf A,, A,f...f A„; 

et, dans ]*équation • 

(6) ,s'=,|).pv.., ç|, • 

qui transforme cette résulignte en un produit, symbolique, on jieut sup- 
poser les facteurs X, p, ÿ,..., s liés aux- clefs anastropLiques a, €, 7,..., >j, 
ou par les formules (1), ou par les suivantes; • • 

X = fl, a -H a,ê -H 11,7 -H ... -t- 
p. = A,a -t- i«7 -H ... -t- 6 ,»;, , 

(n) ' V = c,a + c,S + -h ... -h c„rit 


g = /i, cc -h ê -I- A, 7 “i" •• • "L Afli? . 

Ex d'An. i-l Jf Ph. ntiSih., T. IV. (48* II»r. ) 


48 
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La formule .( 6) suppose les clefs a, S, y,..., v assujelliesà lacoiulilioii (5). 
Si l’on écartait cette condition, alors, comme on l’a déjà remarqué dans le 
§ II, la form'ule (a) donnerait 


(la) 


% — ' 


Cette dernière équation renferme un théorème qu’on peut éno’ncer comme 
il suit : - * • 

!'’■ Théorème. Soient ... . . ’ 

- *» ê, >), _ 

et ' ■ ’ ; ‘ . ■ ■ ■ ■ . 

. - >1 fA, v,..r, ç, . ■ ' 

deux systèmes de clefs'aiiastrophiques liés entre eux par des équations qui 
déterminent les clefs X, jx, u,..., ç en fonctions linéaires des clefs a, ê, 
y,..., >!■ La résultante algél>rique jf du tableati formé avec les coefficients 
de ces dernières clefs sera le rapport des produits symboliques | Xuv... ç |, 
|aêy.., >ît. . ■ 

Soit maintenant ^ ' 

A, M, N,..., i 

un troisième système de clefs anastrophiques lié au secojid systènie par des 
équations linéaires qui déterminent les clefs A, M, N,-..., 1 en fonctions 
linéaires des clefs X, fi, v,..., ?;'et nommons s la résultàntedu tableau formé 
avec les coefficients de ces dernières clefs dans les fonctions dont,il s’agit. 
On aura encore ' 

, ■ ' lAMN... ï| - - ■ ■ ■ 

I*!'»- -' « I , • 

Mais, d’autre part, si dans les équations qui déterniitieill A, M, N,..., 
en fonctions linéaires des clefs X, [t, y,...', ( on substitue les valeurs de ces 
dernieres ciels exprimées en fonctions linéaires de a, ê, y,..., n, on ob- 
tiendra de nouvelles équations qui détermineront Lmmédiatemenf A , M, 
N,..., 1 en fonctions linéaires de a, €, y,..-, r). Soit S la résultante du tableau 
formé avec les coefficients de a. S, y,..., r, pris>dans ce» nouvalles équa- 
tions. On aura encore 

/.SV- ■ ■■ 

Or, des formules (la), (i3), (tA;, on tire 

(i5) . *si.= 5, • 
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at la formule (i5) rétifermc ^vicleininent un fheoreme qu’on peut énoncer 
comme il suit; • ‘ ^ , 

a' •7’Aebrè/ne. Soient ' • 

• . • _ s . 

les résultantes algébriques de deux tableaux dont . cbaciin renferme n* 
termes ranges sur « lignes verticales et sur n lignes borizonlales. Soient encore 

a, ê, 7,.,., >3, • ' • ■ 

, Ç » 

. A, M, - > 

* • • • 

tnjis systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par deux systèmes d’é- 
quations qui déterminent : i!” les clef",,-^, v,..., ç eit fonctions linéaires 
de a, 6, n; 2 ® les clefs A, M, N,..., 2 en fonctions linéaires de 
fjL, V,..;, e. Enrin, supposons que les ternies du premier tableau soient les 
coeflicients de a, ê, ri dans |è premier système d’équations, et que, 
pareillement, les termes du second tableau soient les coefficients de X, fi, 
V,..., ç dans le second système d'équations. produit des deux résul- 
tantes algébriques .t, s sera encore une résultante algébrique, savoir la ré- 
sultante du tableau qui aura pour ternies les coeflicients des clefs a, ê, 
y,...,»! dans A, M, N,..., 2 exprimés en fonctions linéaires de ces mêmes clefs. 

Concevons, pour fixer les idées, que lés résulUuites s se rapportent à 
deux systèmes de qiiantifés dont les unes, dé’signées par des .lettres italiques, 
soient celles que renÇ-rme le tableau (4) ou (lo); les autres étant désignées 
par des lettres rom^jiies et renfermées dans le tableau 




a,, b,. 

.f'r: 

•> b,, 




1 ^a> 


•9 


(i6) 


a,,' b„ 

c,,.. 

•> bj. 

' - 


• 



b,. 

• 


En prenant les termes du tableau (i6) pour coefficients de X, ja, y,.. ç 
dans les valeurs de A, M, N,..., 2, on aura 

> • 

A = a,X -t- b, fi - 1 - CiV'-h h,», • ’ ] • 

M = a,X b,)x'-)-Æ, V -t- -f- h,»î, 

N = a,X H- b,f.^-4- c.vrH... -t- h,ij, 

2 = a,X -f- b, c„v -i- ... + 

48 .. 
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puis, eh siibstihiant dans ees dernières équations les valeurs de X, p, v,..., • 
tirées des formules (i t), et en posant, pour abréger, 

(|8) b/.CT "t" C/Cm -H , 

quels que soient d’ailleurs Iw nombres entiers l, m\ on trouvera 



A = A , , 1 a H- A' 1 ^ 2 € H- ^ 1 , s 7 • 



Il ÎNI — ot -f- A'j, J ê -H Atj, » 7 * 

.. H- A» 

(>9) 

■ N = A',,, a -f- A',,,Ê -f- A',,, y -t- . 

•• + i'a.nT,, 


f ......... 

' 2 a -1- -+- . 



Donc, en vertu du a' théorème, le produit f s des deux résultantes algé- 
briques s, s sera la résultante algébrique S des termes renfermes dans le 


tableau 



j Ai.i» ^i,*<**' 



_• ■ 1 A',.,, Aj ,, 


(ao)- 

1 ^1.0 ^*.a> 

■» 



' » ^n.n 5 

et l’on 

aura généralement, ^ 

• 

(ai) 

H— A..I A,.,... k„,n) = S(± ^,b,. 

,.h„)S(±.rt, A,... //„). ■ 

On trouvera, en particulier, pour k a, < 


(aa) 

1 ^3,3 ^*1,3 ^*3, 1 — ^ (^1 bj — 3] 

,h,){A,f>, — a,h,), • - 

OU , ce 

qui revient au même, ' , 

- 


(■xi) j ~ b,//,) 

( =(a,b, — ajb,)(a,Aa— u,A,). 

Concevons, à présent, que l’on veuille composer une résultante, algé- 
brique #, non plus avec tous les termes du tableau (ao), mais seulement 
avec quelques-uns d’entre eux, dont le nombre soit /n“, savoir avec ceux 
que renferment m lignes verticales et m lignes horizontales déterminées. On 
pourra encore exprimer cette résultante à l’aide d’une équation analogue 
à la formule (i^), par le rapport entfti deux produits symboliques du de- 
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grlfr m, formés le premier avec quelques-unes des clefs A, M, N,.-., le’ 
second avec quelques-unes des clefs a,.§, y,..., >9v les clefs dont il s’agit 
étant celles qui^ dans les formules (19], appartiennent aux mêmes lignes 
verticales ou horizontales que les termes du tablea\i (aal renfermés dans la 
n-sultante 8. Effectivement, pour déduire des é<|tiationS(i9) la résultante* 
sous la forme indiquée, il sufiira évidemment d’annuler celles des clefs 
anasirophiques a, ë, y,..., ri dont les coefficients Seront tous distincts des 
termes renfermés dans 8. Ainsi, par exemple, si l’on veut réduire 8 à la 
résultante 

^ ‘ ^'1. 1 ^3. s ^* 1 , a ^3. 1 ' 

formée avec les lettres que contiennent les deux premières lignes verticales 
et tes deux premières lignes horizontales du tableau (ao), il suffira d’an- 
nuler les clefs ' 

. «• ê, V,.,.,. r,, 


à l’exception des deux premières, et alors les équations (rq), réduites aux 
formules 

A — ûc -t- 

+ ^'S,3®| 


(>'l) • 

donneront 

(a.-;) 


I A = A-,,, a 
I M = A,;, a 


. _|AM| 

I «e r 


Pareillement, si l’on veut réduire * à la résultante des termes compris 
dans les trois premières, lignes’ horizontales et dans les trois premières 
•lignes vertical^ du'tableau (ao)j- il nififira ,d’ainialer les clefs anastéo- 
phiques ’ ” ■ , . . 

«. S, y,v..‘rt, ' • •• 


à l’exception des trois premières, et alors les équations (19), réduites aux 
formules ’ . , ' . 

I A — A‘,^| flc ^ “1" ^1,3 y^ 

(ifi) • I M = A'i_, « -t- 6 -f- 

( N = Ar^,a-4- A-,.,ê4-A,.,y, „ •' . • 

donneront * ' , ’ 


(27) 



Cela posé, on pourra généralement énoncer la proposition suivante : 
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3 ' Théorème. Supposons qu’ après avoir effacé dans le tableau (ao) tous 
les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizontales' 
déleriiiinées, on clierclie la résultante.» des termes cotiservés. Il suffira, 
pour l’obtenir, d’effacer, dans les deux termes du rapport 

* | AMiN... I| 

. .ij’ 

d’une part, qiiêlques-uneîw des fonctions linéaires de a, ê, r, repréMD- 
tées par A, M, N,..., savoir celles qui ne renferment aucun des termes 
conservés; d’autre’ part, quelques unes des clefs a, savoir celles 

qui, dans les formules (if)), n’ont jamais pour coefficients ceS; mêmes 
termes, puis d’annuler, dans les valeurs de >, fz, v,..., ç données par les 
fonnules ! 1 1), Ka clefs effacées dans le produit symbolique \ aêy... rj |. 

En s’appuyant sur le théorème précédent, ou pourra facilement exprimer 
la résultante » supposée dû degré m, non plus par le produit unique si 
des résultantes, construites avec les ternies des tableaux (4) et (ifi), commi 
dans le cas'où l’on avait m = n, mais par une somme de produits de résul- 
tantes du degré w, formées chacune avec les termes compris à la fois dans n 
lignes verticales et dans m lignes horizontales de l’un de ces tableaux. 
Ainsi, par exemple, .si l’on suppose m = 3 ,'n = a, les deux premières de. 
équations (17), réduites aux formules 

(jg) I A = a,X -t- b,,« -I- c,v,’ 

t M ^ a,X -+- b, fz -t- c,v, . 

donneront . 

I AM|'= s|fzy| -H s'jvXI =.s'|X/z|, 
les valeurs de s, s', s' étant . • -• 

s = b, C3 bj Cf , s — C| a J - Cj a, , s s — a, bj — a^ b, . 

Mais, d’autre part, les équations (t 1), réduites aux formules • 

(»0) 

par l’annidation de y, donneront 

ifzv|‘=:f jaS|, |vX|=f']aS|, jXfz] = j' |aê|, 


X = rt, a -I- <7,ê, 
fz= 1,0. + h,î,, 
V = c, a H- CjS, 
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les valeurs de s, s" étant , • . 

s — 6,c, — b,c,, s' =.Cfa, — C}a„ 

Donc, en déBnitive, ori aura ' • ■ - 

I AM j = (çi -H sV -f s"i*)| «3 I, 

• I . • 

etJa formule (a5) donnera ' 

(3o) ' g =■ Si H- s'y + s' J*. 

Donc, en substituant à chaque résultante sa valeur, on aura 

(a, a, -I- b, -t- c,^^,)(a,rt, + b, H- c,c,) 

— (a, rt, + b, A, + c, ç,)(a,fl, -I- b, 6 . + c,c',) 

= (b,c, — b,c,){/>,c, — iic,)-t-(c,a, — c,a,)(c,«j c.fl,) 

+ (a, b, — a, b, ) (a, — ûj 6 , ). 

V 

valeur de s que fournit l'une quelconque des. formules > a5), ( 27 % etc., . 
pourra toujours être ainsi décomposée en produits partiels, par une équa- 
tion de la forme . , ■ ' 

(3a) g = Si -t- s'y s"s" ■+■ ..., 

• « f . 

et l'on pourra ainsi déduire du 3* théorème 'celui que nous allons énoncer : 

4' Théorème. Concevons que, dans chacun des tableaux (4) et ( 16 ), bu 
efface tous les tenues non compris dans m ligues horizontales, ces lignes 
pouvant occuper des places differeutes dans les deux tableaux, puis ajou- 
tons entre e\ix les produits binaii^s qu’on obtiendra en multipliant respec- 
tivement les divers termes d’une ligne horizontale conservée dans le ta- 
bleau (4) par les termes correspondants d’une ligne horizontale conservée 
dans le tableau (> 6 ). La somme ainsi formée et les sommes semblables se- 
ront représentées dans le tableau (ao) par divers termes compris dans in 
lignes horizontales et m lignes verticales déterminées. Tiomnionsa la résul- 
tante de ces derniers termes. Soient d’ailleurs s la résultante dit de.gré m 
fornié’e avec les termes qui occupent m places arbitrairement choisies dans 
les lignes horizontales conse*rvé‘es du tableaîi (4), et s la Vésultante formée 
avec les termes correspondants du tableau ( 16 ). Le produit sf, ajouté à tous 
les produits du même genre, donnera pour somme la résultante g. 

Parmi les propriétés que possèdent les résultantes algébriques, on doit 
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remai-qutT celles qu’expriment les a' et 4' tbéorémes, ou, ce qui revient au 
même, le» formules (i5) et (3a). Cès, formules, que j’ai données pour la 
première fois dans le l'j' cahier du Journal de l’Êcole Poljlechnique 
(voir aussi d.uis le même cahier un Mémoire de M. Binet], sont d’ailleurs 
des conséquences immédiates des i" et a' théorèmes compris dans la for- 
mule (la), qui, dans le cas où l’on pose >;| = i, se réduit a l’équa- 

tion (6). Ils se rattachent donc intimemênt à la décomposition des résul- 
tantes en facteurs symboliques repri-sentés par des fonctions linéaires de 
clefs anastrophiques. 

En appliquant à des cas spéciaux les formules établies dans ce paragraphe, 
ou en obtient d'autres qu'il sera bon de mentionner et que nous allons rap- 
}>eler en peu de mots. 

Si le tableau (4) coïncide avec le tableau (i6), les formules (i5 jet (3o) 
donneront, la première, • 

(33) 8= s*; 

la seconde, ■ ' 

•(34) '8 = s'-{-s'»-)-s'*+ ...J ' ; 

et, en conséquence,, la résultante algébrique'8 se trouvera réduite à un 
carré parfait ou à la somme de plusieurs carrés. Alors aussi, on tirera en 
particulier de la formule (a3) 

(35) (a; + ùî)(a| -t- /»;) - (rt. rt. H- 6, /',)’ = (a, — fl,ù,)’, . 

ou, ce qui revient au meme, . • . ’ 


(36) (rtf 4- l)\)(al -+■ fl,)’ = (fl, fl, 4- (fl, ù, — a,h,Y, 

et, de la formule (3i), ^ . . 

(37) ( ‘^î) («î + 

I = (ù, c, 4- A,c‘,)* —«,■«,)’ -F (fl, 6, - fl, l>,y. 

- - 

En n'-duisant fl,, b,} fl„ à nombre* eritiers, oA tire de l’i^uation (ao) 
un théorème connu, Mvoir qu'cote aorçnMTtfe tfeuarVArrér, mult('i>Uéé par_ 
une autre.'somme de deux cai^s , donne encore pour produit une somme 
de deux carres. Quant à la formulé (37), elle est précisément celle qu’on 
obtient lorsqu’on, projette sur trois plans rectangulaires la surface d’un 
triangle dont les trois sommets ont pour coordonnées respectives les 


Digitized by Google 


( 385 ) 


t]uantil('s " • • . . 

• ^1» ^ 2f ^21 ^21 ' ■ 

et qu'on égale le carré de cette surface à la somme des carrés de ses trois 
projections. 

Si des trois systèmes de clefs aiiaslropliiques 

le troisième coïncide avec le premier, les équations (i y),' réduites à la 

forme ‘ ‘ ^ ' • . ' ' ■ . ' 

* • * * ■ * y 

O r= a, X -+- b, p. + O, V -K h, >) , 

ê = ajX'-f- b, P -f- c, V -t* ... -t- h,ï), 

7 = aj i bj P -f- Cj V -t- . . . + h J 

>î = a,). + b,p c„v -f- h„/j, 



ne devront pas dllférer de celles qui se déduiraient des formules (i) ré- 
solues. par rapport à a, £, 7v-., r,. Dans le même cas, la formule (i. 5 ) ' 
donnera ' ' . ‘ ■ 

(; 3 g) sj=L, ;• 

et l’on pourra, en conséquence, énoncer la proposition suivante : 

. 5 ' Théorème. Soient ■ ■ _ 

a,. î, 7,..., n; X, p> Vf'... < 

■ ' -r . . . • 

deux systèmes composés chacun de- « vari^bles^et supposons les variables; 

p, V,..., ç représentties par des fonctions linéaires et homogènes dé a, S, 
7,..., »j. On pourra, pour l’ordinaire, exprimer 'aussi a, 6, y,..., >) en fonc- 
tions linéaires et de p, v,..., ç, et les deux tableaux formés i® avec les 
coe(ticieiits de oJ, €, 7,..., >7 dans les valeurs jde ), p,. v,-..., ç; a" avec les 
coefHcients de p,‘v,..., ; dans les valeurs de a, €, 7,..,, >?, auront pour 
résultantes' algébriques deux quantités dont le produit sera l’unité. 

La résultante algébrique des termes que comprend un tableau donné peut 
être présentée sous une forme remarquable, lorsqite, dgns Ce tableau, cha- 
cune des ligues horizontales ou verticales est composée de termes' qui for- 
ment une progression géométrique. Supposons, pour fixer les idées, que le 
£t. iCiii. r/ tS- p*. mtih.. T. 1V.(48« litr.) 4p 
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tableau (4) se réduise au suivant : , 


(4o) 



B, 

C,..., 

fb; 

A a. 

fl b, 

Ce,..., 

Hh. 

Àa\ - 

B b'. 

Cc\..., 

ffh\ 


Bfr-' 

C 

fl h" • 


dans lequel cli'aque ligne verticale est composée de termes qui forment une 
progression gt-ométrique, le reste de cette progression étant <i dans la pre- 
mière ligne verticale, h dans la secomle^ La résultante J des termes que 
renferme le tableau (4o) sera, en vertu de la formulé {9I, 

(4i) s= y 4 HC... 

Si chacune des quantités fl, H se réduit à l’Unité, ou, ce qui 

revient au même, si le tableau (4b) se réduit au. suivant : 



f 1, 

1 , 1 

t. 


1 

b, G,.. .J 

h. 

(4a) : j 


A*. c*,...,. 

h\ 

on aura simplement 

O—, 

b"-', c"-',.. 


(43), 

x = S 

a° h' c*... 

A"-.'), 


et cette dernière valeur de i, considérée comme, fonction de l’une quel-, 
conque des quantités a, b, c,-..., h sera une fonction entière du degré 
n — I. U’ ailleurs, «un échange opéré entre deiix' de ces quantités, par 
exemple entre aevb, changera s en — s. Donc s s’évanouira si l’on pose 
6 = a ; et si l'on pose ' ‘ 

b =; 0-1- < 

s s'évanouira pour une valeur nulle de r. Donc, dans cette dernière suppo- 
sition, la résultante s, réduite à Une fonction entière des quantités o, 
c,..., A et de la diiTérenoe , ^ > 

r= b — a, 

» ^ ^ » 

ne renfermera aucun teAne indépendant de r, et sera de la forme 
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étaiU une fonction entière de a, c,..., A,‘r, ou, ce qui revient au mélne, 
de a, b, O,..., h. Ainsi la résilllante j, déferiuinée par la formule (43), a 
pour facteurs algébriques la différence b — a. Oa prouvera de inérae qu’elle 
a pour facteur chacune des différences 


j h — a, c — a,.,., h — a. 



. ... . 


■ \ Sr 

que l’on forme en retranchant l’une de l’autre les quantités 

a, bf c,..., hf 

• * • * 

combinées deux à deux de toutes les manières possibles. Donc, si l’on 
. nomme k le produit des différences comprises dans le tableau (44), hi for- 
mule (43) donnera ' . 

s= Kk, , . 

K étant ou un nombre constant ou une fonction entière de a, b, c,.'.., h. 
J’ajoute que, de .ces' deux hy|>olbèses, la première est seule admissible. Kn 
effet, comme, dans le tableau (44), " — ' termes, Mvoir ceux que contient 
la première ligne, renferment la quantité a, le produit k considéré comme 
fonction de a sera , ainsi que f, du degn* n — i . Donc le coeflîcient K devra 
être îndépnidant de o; on prouvera de même qu’il est indépendant de i,, 
de c, etc., de h. K sera donc un nombre. Pour obtenir ce nombre équiva- 
lent au rapport il suffira d’observer que le produit principal 
^45) . • • a"A'c%... »-• , . ■ 

formé avec les termes situés dans le tableau (4a) sur la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme i , se présente une seule fois, pris avec le signe , 
non-seulement dans le^évcloppement de là résultante 

, s = S(dz a°b‘c‘... b";,' 

mais aussi dans le développement du produit k des diflérences comprises 
dans le tableau (44), attendu que, dans ce dernier développement, le seul 
' produit partiel de la forme • ^ ' 

■ • . bc’... }f~‘ 

est évidemment celui que l’on trouve en réduisant chacune'de ces diffé- 

49- 
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rences à son premier terme!, Donc le nombre K ne pourra différer de l’u- 
nité, et la formule (43) doiincia. , . ■ • 


s = i, ' . 


nu, ce qui revient au même, ' ' < 

(46) s = {b — a)-x. {c — a)[c — />) x [... X (A — a) (A — A) ... (A — g). 


Par suite aussi, Ja formule (4i) donnera 


( 47 ) s = ABC... ^(A — fl) X (c — a)(c— A)x...x (A — a) (A — A)... (A — g). 

En conséquence, on peut énoncer la proposition Suivante : 

6 ' Théorème. Lorsque les termes avec lesquels se forme une résultante 
du degr^ n sont, dans chaque ligne verticale du tableau qui la renferme, 
en progression géométrique, il suffit, pour obtenir cette résultante, de mul- 
tiplier le produit des termes- 

A, B, C,..., H, 

compris dans la premié.ré ligne horizontale de ce tableau, par le produit des 
différences que fournissent les rapports 

a, A, Cj..., A • 

des progressions géotnétriques auxquelles appartiennent ces mètues termes, 
quand on retranche successivement chacun de ces rapports dç tous ceux 
qui le suivent. : . ‘ 

§ V, — Méthodet dtpenes peur lu détermination des résultantes algébriques. 


Soit toujours s la résultante du tableau 

U|, A,, c,,..., A,, 



1 

• '.'Ai, 

(>) - • 


.., A,, - 

> 

en sorte qu’oa ait 

f * 

fiat 

• 

••F 


(u) f = S(i:«,A,f,... A,). , • 

l.e calcul direct des produits partiels, dont la lettre S indique la somme et 
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dont le nombre F est déterminé par la formule 

(3) i.a.3... /I, . 

deviendra évidemment très-pénible pour -de grande* valeurs de n. Mais 
l’emploi des clefs anastropbiqiies offre divers moyens d’éviter ce talciil dans 
la détermination de ji. 

En premier lien, pour dédiiiiv.r de la. formule . 


(4) ■ ■ ■ 

dans laquelle on a 






(5) 


i = n, a H- § 4- A, >3, • 
H= a^a .-t- h,r,, • 

■ V — a,a. + h,^ + h,ri, 

• ; • - 

ç = <i,a -H +'c, y /<«»)< (i 


: . I . 


il suHira de multiplier jiiccâsi^niienl rtiii par l’autre les -ficteurs-X, p, 
v^.., i, en a^jettlssant les elefsa, @,.y,..., ij'aux transmutations anastro- 
phiques^binâirefs et aux Irÿnmutations conjonctives des divers d^rés. Si, 
pour abi'éger, l'on désigne, iil’aidè <fes notations 


é), ■ (n, é, c),..., b,. .Cf A), 


't.v 


les résultantes algébriques . , , ... 

S{:ü(i,b,), S{:lz,a,b,u,),..., S ±. a,b,c,... b„), 

et à l’aide de notations semblables les résultantes semblables dédiiiM||les 
précédentes par des échanges opérés entre les lettres a, b, c,.... A; si (Tail- 
leurs on range l(» facteitrs que renferme chaque produit symbolique dans 
l'ordre indiqué par l’alpbabet, on aura ‘successivement - % 

• / |X^|=.(o^ À)(aSl-4-(a, c)|ay|-|-...-f-(A,;c)|Sy|4-..., 

(6) J («• ‘/)|a®#l+.--é-(A,c,(/)]êyd| -t-..., 

K ’ 

( |Xpv... ç| = (rt. A, c,..., A) |«6y... >jI, , ^ ' 

et l’on reconnaîtra que, pour détenniner les coefficients ' ‘ 

(®> (**» (o, b, (a, b, c,..., Ar), 
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"dont le deniier est précisément la, résultante s , il suffit de recourir à des 
equiitions de la forme 

. (a, h) = a,b„— 6,a„ 

^ (a, S, c)= (a, b)c, -{a, c)'h, [h, ç)a„ ^ 

( 7 ) 1 ("> = ('*» 'L — {a, b, d) Cn (a, c, d) 6. — {b, c, d) a;,, 


(a, b,c,...,g, h) = {a,b,c,...,g)h„-...+ (— i A)a,. 

Lorsqu’on opère ainsi, le calcul de la résultante i exige la formation de 
produits compost'-s chacun, non plus de n facteurs^ mais de deux facteurs 
seulement, et le nombre X> de ces produiU, déterminé par la formule 


(H) 




= a r ‘ + («-■)(« — ») 
L ï ' 

= n (a"“* “ >)» . 


^ n — i 

i.a I 


-f- 1 


I 


croît beaucoup moins rapidement que le nombre N— i .u . '.i... n. 

Lorsque les divers, termes dli tableau (i^ sont connus et donnés en nom- 
bres, on peut se dUpenser d’écrire les équaUons (7) et autres semblables, 
et se berner à déduire, de multiplications successives, la valeur du produit 
ç \ qui, divisé par |aêy .1 >3 1, donne |K>ur quotient la résultantes. 
Supposons, pour fixer les idées, que le tableau (i) se réduise au sui- 


vant ; 


1 ,2, 3 , 
■ 3 , 'i, 2, 
2,’3, 1 , 


>> 

ou- » 


i = ’a- 4 - 2 ê-t- 3 y, ‘ 

fi = Za. -h ê -+- 27, 

• >■ = 2 « -H 3ê -4- 7 ; ■ 

et, par suite. 

' |V| = (i - 2.3)lŒê|4-(2 — 3.3)|a7|-(- 1,2.2 - 3)|ê7|- 

' , =.-p 1“S| - 7l“7l + l^7li 

l\‘J^»'l=;(-p-l-7-3 1 - 2)|«ê7| 

= i 8 l«ê 7 |, , 

, — - ,8 ' 

. .. 
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Pour déduire la résultante j de la formule (4)> il n’est pas nécessaire de 
construire chacun des produits • . . 

|X/x|, |Xfiv|, |X;cvp|,..;; 


il suffit de multiplier l’un par l’autre, dans l’ordre qu’indique l’alphabet, 
d’abord les facteurs X, ji, v,..,, ç pris deûx à deux ou trois à tr*is, etc., puis 
les produits binaires ou ternaires, etc., .-linsi formés, de manière à obtenir 
facilement 1^ produit |X/xv.... ;|. Ainsi, par exebipfe, si l’on a >i = h, alors, 
pour obtenir le produit final | | , et, par suite, la résultante s, il suffira 

de former les deux produits binaires | X/i |, | | , puis de les -ifiultiplier l'un 

par l’autre. Queli^uefois, cette méthode est préférable à celle qui consiste 
dans la formation successive des trois produits | Xu. |, | Xftv |, | XfiMp \. (.ionçe- 
vons, pour fixer les idées, que l’on demande la résultante s d’un tableau de 
la forme 

^ fl, A, C, //, 

il, a. h, c, ■ ~ . * • 

’ c, d. II, b, 

b, c, (t, a, ‘ ^ -, 

on aura 

X*= «a -t- ftë cy -f t/J, 

. fx = rfa + flê -t- éy H- cd, 

V = c« -H rfê + <iy -I- id, 

P = éa •+• cê 4- f/y 4 ad-, 

et , par suite, 

|.Xfi.| = (n’ — bd) I «€ I + {ab — ed) | «y ] 4- (ac -•(/*) | ad| 

= {/)*- ac) |€y( 4 - (/>c-nf/)lêd| 4- (c‘ - Af/)|-/d|. 

De plps, comme pour déduire v de X, ou p de pi, et, par suite, |vpj de 
|XfiJ, il suffira d’échanger entre elles, d’une part les clefs a, y, d’autre 
part les clefs ê, d, la formule qui précède entraînera la suivante 

I vp 1 = (a’ — bd) I yd I 4- (flfc — Cf/) 1 ya I 4- (ne — f/’ ) I y€ I ^ 

4 - (6’ — flc) |da| 4 - (bc — of/)| dëj 4 - (c’ — bd) |«ê|. 


Après avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboliques 
IXfij, jvpl, on pourra, de ces deux produits multipliés L’un par l’autre, 
tirer immédiatement la valeur du produit symbolique |X(xvp|, par consé- 
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quent ' celle de 


( 3ga ) 


, _ JÿüL., 


et l’on trouvera définitivement . ’ " . ' 

s = (o’ - hdy + (c’ - My - (/»» - acy - [tn ~ acy 

-H 2 (ab — cd) {bc — ad). 

, ^ - • • ' ' ' 

Ixtrsqiie, dans’^ti forniiite (4), le .facteur X dépend ijniqyement de la 

clef a, c’est-à-di ré; lorsque la première des équations (5)se réduit à 

, X r= fl, a, . • . 

la formule (,4^ donne simplement . • . 

• « J _ fl ’lruj-il-, • ■ ■ ■ . ■ 

et l’on peut, dans les valeurs de [n, v,..., ç remplacer a par zéro. En s’ap- 
puyant sur res remarques, on démontre aisément les propositions sui- 
vantes: . • • 

T/i^rème. Étant donnés deux systènaes anasirophiques . 

.*!> ''v* 

composés diacuii de_ n clefs, et liés l’un à l’autre par les équations (5), 
concevons que l’on exprime a, ê, »i en fonctions litiéaires de clefs > 

nouvelles 

?i X» '{''•••» i*’ 

• dont le nombre soit égal ou supérieur à n — t, mais de manière à vérifier 
l’équation de condition ... 


(9) 

Ija résultante s, déterminée par la. formule (4), sera équivalente au pirodtiit 
du coefficient de a dans X par le rappmrt géométrique des valeurs nouvelles 
qu’acquerront les deux produits symboliques 

• si, 1^7... »!| 

Corollaire. Les nouvelle» clef» y, ij*,..., u, dont le nombre doit être 
égaLdu sup>érieur It n~r x,- ptourraient n’étre pas distinctes des clefs S,. 
y,..., la place dn premier théorème, on obtiendrait lesui- 

vBnt: .. a-/ _ 
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a* Théorème. La résultante î, déterminée par la formule ( 4 )» est égale 
an produit du coefficient de a dans ). par la valeur qu’acquiert le rapport 

Ip-- - 1| 

lorsque, dans ce rapport, on exprime p, v...., ç en fonction des #t — i 
clefs ê, y,..., rj, à l’aide des formules ( 5 ) jointes à l'équation (9). 
Supposons, pour fixerles idées, n = 3 . Alors la résultante . 

^ ^ f s SS hfCf -H tZ] C| — rtj hf Cj “i” {Z^hiC^ zz, c, 

I = («,*, — a^b,\c, — (rt.c, — rt,c,)i, -+- {b,Cj - 4 ,f.) a. 


pourra être, en vertu du second théorème, présentée sous la forme 

(it) j = , 

oii pourra donc la déterminer en calculant trois rapports géométriques, 


... ......... 

■ = n. (4, - S,) j^c, - ^ O. - ( 6 . ^ i J ; 


savoir, 




c, 

Ct fli 

«» 

h ’ 

*1 — — ûï 


cinq produits binaires et un seul produit ternaire. Généralement, à l’aide 
du second théorème, on pourra détenniner une résultante du degré n, en 
calculant des rapports géométriques dont le nombre sera 

1 + a 4- ... 4- (n - i) = ; > 

des produits binaires dont le nombre sera 

et un seul produit composé de n facteurs. 

Il est bon d’observer que de la formule (11) on tire immédiatement la 
suivante ; 

. , (a,b, — p,b,)(a,e,~a,e,) — {a,e, — a,ct)(a,b, — a,b,) 

(n) — > 


qui peut être facilement réduite à la formule (10). 

Ex. ttÂM. rt de t*k. nutk., T. IV. (48* Htt.) 


So 
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Obaerrom encoreque la trammutation anaatrophique , 

|X*| = o 

donnera 

^ C| 'F + ... •+■ ü = Oi 

si l’on pose 

<M) ♦ = |aX), x = iex|, Ÿ = |vX|,..., U = |.,X|, 

ou, ce qui revient au même, 

= O 6, |a€| + c, |«7| 4- ... + A, I an I, 

X — — a, I oc6| 4- O 4- c,|êyj 4- ...4- A, |6nj, 
(i5) , { V= — |a'/|— A, |ê7|4-o4-...4- A, lynl, 


\ U = — |a>î| — A, |6>! I — c, lynl — ... 4- O. 


Or, si dans ces dernières formules on remplace les produits symboliques 

|®S|, \arf\„.., |aTj|, |ey|,.--. 16 Vj[,..., 

dont le nombre est — -i par autant de clefe nouvelles et anastro- 

phiqiies 

9, X. +.-M U, 

alors 4>, X, V,..., U seront des fonctions linéaires de ces cle£i qui, prises 
pour valeurs de «, 6, y,..., ri, vérifieront la formule (i3). Alors aussi, en 
attribuant à a, ë, y,..., ri ces mêmes valeurs dans les facteurs jx, v,... , ç, 
on tirera du second théorème 


(. 6 ) 


s 




Ir--- vl . 

|XT...U| 


On peut d’ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et réduire ainsi leur 
valeur à n — i . On doit surtout remarquer le cas où l’on n’attribue des 
valeurs distinctes de zéro qu’à celles qu’on substitue aux n — i produits 
symboliques 


|«S|, |Sy|, |yd|,..., |Ç„|. 


Dans ce cas particulier, les formules (i5) donneront 

( 17 ) ,<['= A, 9 , X = c,x — o.<p, '1' = ^,+ — A,X>-"> U = — g,0. 
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et l’on 'aura , par suite , 

(•8) [X Y-.UI = (- ir* g. |?X-« I- 

Donc alors la formule (i6) donnera 


(' 9 ) 




pourvu que dans les fonctions de a, 6 , 7,..., 1), représentées par p., v,..., ç, 
OD pose 

(ao) a = h,!f, e = c,x — a.ç>, 7 = rf,ij(— 3,x n = —g,u- 

Si, pour fixer les idées, on suppose n = 3 , la formule (19) donnera 


(ai) 




■(A,c, — *,»,) [a, h, — O,*,) 


§ VI. — Usage dt! eUfs anaitrophst/ues dans t'étimination. 


IjCS clefs anastrophiques peuvent être employées avec avantage dans un 
grand nombre de questions, et spécialement quand U s’agit d’éliminer plu- 
sieurs inconnues entre des équations données. 

Considérons d’abord n inconnues 

X, J, »v, . 


liées entre elles [iar n équations linéaires; et soient 

(1) X =.0, Y=o, .Z = o,..., W=.Q, 

ces équations’ dans lesquelles X, V, Z;..., PY représenteront des fonctions 
linéaires de x, w. Si ces fonctions sont homogènes, les équa- 

tions (i) détermineront seulement les rapports des inconnues, dont l'une 
quelconque pourra être choisie arbitrairement, et l’élimination des incon- 
nues fournira entre leurs coefficients une équation de condition qa’on 
obtiendra sans peine, en opérant comme on va le dire. 

Observons, en premier lieu, que des équations (1) respectivement multi-« 
pliées par n facteurs variables, * 

a. Si 7v--, >I. 


puis ajoutées l'uiie à l’autre, 
nouvelle, 

(a) 


on déduira immédiatement une équation 




û = o. 


( 396 ) 


dont le premier membre 

(:i) iï=aX+ÎV->>-‘iZ + ... + r,fV’ . . 

sera encore une fonction linéaire de x,jr, z,..-, w, et jKuirra, en coiisé- 
<|uence, être présenté sous la forme 

( 4 ) û = Xa: -t- fjt r •+ vz-H ... -t- çtv, 

X, p., v,.-> { étant des fonctions linéaires de a, €, 7,..., >!• Remarquons 
dailleurs qne la formule (a ) jteut être substituée au système des équations ( 1 ), 
et que, pour déduire l’une quelconque des équations (1) de la formule (aj, 
il suffit d’y remplacer l’un des facteurs variables a, ê, 7,..., v par l’unité, 
en annulant tous les autres. 

Gancevons maintenant que les n facteurs variables a, é, 7,..., >) soient 
des clefs anastrophiqucs. Les fonctions linéaires de a, €, 7,..., r,, représen- 
tées par X, p, V,..., e, seront encore des clefs anastrophiques ; et comme 011 
aura , par suite , 

on |>ourra évidemment éliminer de l’équation (a), l’inconnue x, en multi- 
.pliant Q par X, rincunniie j', en multipliant û par p,..., l’inconnue w, en 
multipliant 12 par $. Donc , pour éliminer toutes les inconnues, à l’exception 
d’une seule, il suffira île multiplier la fonction ü par les coefficients d<>s 
autres inconnues dans cette même fonction. On éliminera, par exemple, 
jr, Z,..., M» de la formule (a), en multipliant D par le produit pv.. ;,ou ce 
produit par On obtiendra ainsi l’équation 

(5) |ÛpV...p|=: O, 

que la formule (4) réduira effectivement à 

16 ). x|Xpv...ç| = o; 

^et, puisque la valeur de x peut être arbitrairement choisie, la formule 16I 
entraînera la suivante: 

(7) l)pv...s| = o, 

qui sera précisément l’équation de condition à laquelle devront satisfaire les 
coefficients des inconnues dans les valeurs données de JL’, J , Z,..., JV. 

Si, pour fixer les idées, on suppose ces coefficients représentés par les 
divers termes du tableau ( 1 ) du . paragraphe précédent , en sorte que 


Digitized by Google 


l'on ail 


( 397 ) 


X = -h h,jr-k~ c,z -tr A, »v„ 

=r n, X -H A,/ c, Z -I- . . . A, 1 V , 

Z = «, X -I- A, J + f, ï H- . . . -h A, IV , 

I JV = a^x b„y + t\z+ ... + A,iv, 

lej4 valeurs de X, fi, v,..., ç seront fournies par les équations ( 5 ) du niènic 
paragraphe ; et comme on aura 

I Xpv...çl= |aêy...rj jS( ± «, A,c, ... A„), 

l'équation (7) donnera 

(9) S(±a,A,c,...A„) = f). 

D’ailleurs, pour obtenir cette dernière équation, il suffira évidemment de 
|)Oser 

( 10 ) xrz...fF=o, 

en considérant xr, /, Z,..., w comme des clefs anastrophiques , puisque, 
dans cette hypothèse, on aura 

I XVZ... W\ = |x/z...iv|S ( ± a, A,i:, ... A,), 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème: Si n inconnues vérifient n équations, linéaires et homogènes, 
il suffira d’égaler à zéro le produit symbolique de leurs premiers membres, 
en considérant ces inconnues comme des clefs anastrophiques,' fioiir obtenir 
l’équation de condition à laquelle devront satisfaire les coefficients de ces 
inconnues dans les équations données. 

Supposons maintenant que les équations linéaires données cessent d’etre 
homogènes. Chacune d'elles sera, non plus de la forme 

■ nx -t- 4- fz -H . . . -I- Aiv = O, 

mais de la forme 

ax -t- hj- + cz -h ... -I- A.v = k, 
ou, ce qui revient au même, de la forme 

nx -k- hy + cz ... 4- Aiv — A = o, 

n. A, 6',..., A, k étant des quantités constantes. Alors aussi la formule ( 4 ) 
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sera remplacée par la suivante : 

(i i) ‘il = Xx -t- -t- va + ... + çtv — of, 

U étant une nouvelle fonction linéaire de a, S, ij; et l'équation (5) 
donnera 

X |Xfiv... ç| — |u^v... s| = O, 


par conséquent, 

,('>) 




Si l’on désigne par k,, k„ les valeurs que prend successivement la 

constante k dans la première, la seconde, etc., la derniere des équations 
données, pn aura 

(i3) . U = A, a -+- A',6 + *,■/ + ... + A:,»:; 

|u/xv... «I = |a6y... >j.|S (±A,6,c,... h„). 


et, en substituant dans la formule (ta) les valeurs des produits symboliques 
qu’elle renferme, on retrouvera l’équation connue 


(>4) 


S( ±<,é.c.... *.) 
S (dia, é,r, . . À.) 


Lorsque les équations linéaires proposées sont numériques, l’emploi des 
ciels anastrophiques permet de calcider directement les valeurs des incon- 
nues, sans que l’on soit obligé de recourir aux formules générales, c’est-à- 
dire à l’équation (i4) et aux équations analt^es. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de résoudre les équations 


I X -4- aj -h 3* = I, 

3x-H ^-haz = 3, 
ax -4- 3^ i = 5. 

De ces équations respectivement multipliées par a, ê, y, puis ajoutées l’une 
à l’autre, on tirera 

(i6) . Xx -4- fj- x -(- vz = U, 

les valeurs de X, ju, v, u étant 

X = a - 4 - 3ê -4- ay, fi = aa -I- 6 -4- 3y, v = 3 a -4- aê -4- y, 

« = a -4- 3S -4- 5y, 
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et la valeur de x sera 

('7) 

On trouvera d’ailleurs 


I “f»' 


V> 


J/iv| = |aS| - 7 |o 7 | - 516-/1; 
puis en posant, pour plus de commodité, | a6y| = i , 

|upv| = — 5 -I- 3 . 7 .+ 5 = ai, 
I Xfiv |= — 5 + 3 . 7 -*- * = 


et, par suite. 




La valeur de x étant ainsi déduite de la formule (17), on pourra tirer de 
la formule (16), multipliée par v, la valeur dey. En opérant de la sorte, et 
posant, pour abréger, y = o, |a6| = 1, on trouvera 

y I "» I — 1 I .* 


Ii**l 


puis 

par conséquent, 


|pv| = i, |Xv| = |uv|= -7; 




Enfin la dernière des formules (i 5 ) donnera 

. Z = 5 — aa: — 3 ^ = — 

On aura donc, en définitive, ' 

n if 5 

• .*=->' = S’;* = 76- 

Supposons maintenant que l’on veuille éliminer une ou plusieurs va- 
riables entre des équations qui cessent d’étre linéaires. Les clefs anastro- 
phiques fourniront encore un moyen facile d’opérer l’élimination. Ainsi, 
par exemple, pour éliminer x entre les équations 


(18) 


a -h èx -h ex* = O, o"+ b'x -t- c'a-’ = o, 


on ajoutera l’une à l’autre ces équations respectivement multipliées par 
deux binômes de la fonne 

a + 6x, y + âx. 
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On trouvera ainsi 

(19) X -t- (X.X -H -t- px* = O, 

X, fx, V, P étant des fonctions linéaires et homogènes des variables a, £, y, 
puis, en considérant ces variables comme <les clefs anastrophiques , on 
tirera de la formule (19), multipliée par le produit fxvp, 

(ao) |Xfivp| = o. 

Cette demiere formule sera précisément l’équation résultante de l’élimina- 
tion de X entre les équations (18). 

En général, pour éliminer x entre deux équations algébriques dont l’iiiip 
serait du degré m, l’autre du degré n, il suffira d’ajouter entre elles ces 
équations respectivement multipliées par deux polynômes dont le premier 
serait du degré n — 1 , le second du degré m — 1 , puis d’égaler à zéro le 
produit symbolique des coefficients des diverses puissances de x dans l’é- 
quation finale obtenue comme on vient de le dire, en considérant les coef- 
ficients que renfennent les polynômes multiplicateurs comme autant de 
clefs anastrophiques. 

On peut voir, dans les Comptes rendus des séances de l’ Académie des 
KSciences pour l’année i 853 , d’autres applications de la théorie des clefs sur 
laquelle nous reviendrons dans d’autres arhcles. 


• . 
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